Neformalni tvod
V ¢em spociva matematické poznani?

Priklady. 1. Neni-li n délitelné tremi, potom ezistuje k, Ze plati n = 3k+1,
nebo n = 3k + 2.

2. Je-li n? délitelné tiemi, potom je n délitelné tremi.
3. \/3 neni raciondini

Vyrok bude pro nas kazdé vyjadieni, o kterém lze jednozna¢né ¥ici, ze je bud
pravda, nebo nepravda. To Ze je vyrok pravda budeme ¢asto zkracené oznacovat
C¢islici 1 a to, Ze je nepravda, ¢islici 0.

Vyjadieno podrobnéji, musi tedy vyroky spliiovat nasledujici dvé pravidla
(zakony):

e vyrok nemuze byt zaroven pravda i nepravda (zdkon sporu),

e vyrok nemizne nabyvat jiné hodnoty, nez je pravda nebo nepravda (zékon
vylou€eného t¥etiho).

Z vyroklu muZeme vytvaret vyroky nové pomoci logickych spojek (operaci)
— (negace, opak), A (konjunkce, logické a), V (disjunkce, logické nebo), —
(implikace), <= (ekvivalence). Tyto spojky jsou zadany (definovany) pravdi-
vostnimi tabulkami:

A|B|-A|ANB | AvB | A B| A B

il k=] k=]

o|lo|lo| | >
O = = = <<
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1
0
1
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OO =] =

Na procviceni: ve skutecnosti si vystac¢ime jen se spojkami —a = , AVB
miZeme vyjadiit jako (wA) = B, AAB jako -(A = (—DB)) a s jeji pomoci
pak A <= Bjako (A = B)A (B = A).

Priklady. Podivejme se jesté na ndsledujici vyroky (a jejich pravdépodobnostni
tabulky):

A[B|-A] B (-B) = (-A) | AA(=B) | ~(AA(=B))
1 1 0 0 1 0 1
ilo 0| 1 0 1 0
0| 1 1 0 1 0 1
0| 0 1 1 1 0 1

Hodnoty v patem a sedmém spoupci se ndapadné podobaji hodnotim pro A —
B. Jde o alternativni vyjddrent implikace, které oznacujeme jako nepiimy dikaz
(paty sloupec) a dikaz sporem (sedmy sloupec).



Vyrokova funkce je pfifazeni vyroku prvkim z né&jaké skupiny objekti
(defini¢niho oboru). Jde tedy o vyrok zavisly na parametru (skupiné parametra
- tzv. proménnych). Tyto proménné muZeme kvantifikovat pomoci kvantifika-
tort:

e existenéniho (malého) kvantifikitoru, ktery zapisujeme symbolem 3 a

Cteme existuje, tj. napiiklad In € N : n > 4 ¢teme jako existuje n z N, Ze
n>4

e univerzalniho (obecného, velkého) ktery zapisujeme symbolem V a ¢teme
pro vSechna, tj. napfiklad Vn € N: n > 4 ¢teme pro vSechna n z N plati,
zen >4

Vyrok z kvantifikitory pak budeme nazyvat vyrokovou formou. Negaci
takovych vyroka urcujeme podle nasledujicich pravidel:

e ((FreX:Ax)) — (Ve X :-A(x))
o ((FreX:Ax)) = (VxeX:-A(x))
Negaci vyrokovych forem s vice kvantifikdtory pak negujeme postupné apliko-
vanim pravidel vyge.
Piiklad. Negace vyroku
VeeRIneN: n>zx
je vyrok
dreRVneN: n<ux
Poznamenejme jesté, ze (obecné) zalezi na pofadi kvantifikatort, naptiklad
vyroky
VeeRIneN: n>z

JreRVneN: n>zx
maji jiny vyznam (zaroven prvni je pravda a druhy nepravda). Jediny piipad,
kdy miZeme (obecné) poradi kvantifikdtori zaménit je, kdyZz mame vedle sebe
dva nebo vice kvantifikiatori stejného typu.
Chceme-li dokazat vyrok (vyrokovou formu) typu

VneN, n>ng: A(n)
muzeme pouzit ditkaz indukci. V ném postupujeme ve dvou krocich:
1. ov&fime platnost vyroku A(ng) (pocatecni krok),
2. pro kazdé n > ng dokdzeme implikaci A(n) = A(n+ 1) (indukéni krok,
piedpoklad, Ze je A(n) ravda nazyvame indukéni pifedpoklad)
Priklad. Pro vsechna n € N plati n < 2".

Poznamenejme, Ze to, co jsme nazvali matematickou indukei byva také (pres-
né&ji) nazyvéano slabou matematickou indukeci, v pfipadé silné matematické in-
dukce pak nahrazujeme induké¢éni predpoklad pravdivosti A(n) predpokladem
pravdivosti A(ng),..., A(n).



Ciselné obory, zakladni vlastnosti realnych Ccisel
(uz o néco formalnéji)

Pojem mmnozZina jsme definovali jako soubor prvki, které jsou uréeny bud
vyctem, nebo néjakou spole¢nou vlastnosti (problémy s tim spojené budeme
diskutovat pozdéji). Definovali jsme kartézsky souéin mnozin M a N nako

{(m,n): me M, ne N}

Binarni operaci na mnoziné M jsme definovali jako pfifazeni prvku z mno-
zini M prvkim z mnoziny M x M. Binarni relaci na mnoziné M jsme definovali
jako podmnozinu M x M.

Ptriklady. Prikladem bindrnich operaci jsou napiiklad + a - (na pFirozenych,
celjch, raciondlnich, redlngjch cislech apod.). Piikladem relace mize byt =, nebo
< (na stejngch mnoZindch).

Zacali jsme diskuzi operaci + a - (na pfirozenych, celych, racionélnich, real-
nych ¢islech ap.) a jejich riznych vlastnosti:

1. 2+ (y+2) = (x 4+ y) + 2z (asociativita +)
2. z +y =y + z (komutativita +)
3. 4+ 0 =z (neutralita 0 vzhledem k +)

4. existuje —z pro které plati z + (—z) = 0 (existence inverzniho prvku pro
+)

5.z (y-z)=(x-y) -z (asociativita -)
6. x-y =1y -z (komutativita -)
7. -1 =z (neutralita 1 vzhledem k -)

8. pokud x # 0, potom existuje x~!, pro které plati = - x~! = 1 (existence

inverzniho prvku vzhledem k -)
9. (x+y) -z=2x 2+ y-z (distributivita)

Piiklady. 1. Pokud operace + a - na mnoziné {0, 1} spliiuji podminky 1.—9.,
potom uZ nutné

0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0,

0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

Dostameme tak tzv. téleso Zo.



2. Pro dvojice (a,b),(c,d) € Z x (Z\ {0}) definujeme operace ® a © jako

(a,0) & (¢,d) = (a-d+b-c,b-d), (a,b)©(c,d)=(a-c,b-d)

Pokud ztotoznime dvojice do skupin (tiid ekvivalence) podle relace a - d =
b - ¢ dostaneme raciondlni cisla.

3. Pro dvojice (a,b), (c,d) € R x R definujeme operace ® a © jako

(a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b)®(c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c).

Polozenim i = (0,1) dostdvime i*> = (—1,0). Takto dostaneme klasickd
komplexni ¢isla.

Na procvi€eni. Zkuste sami ovérit Ze vijSe uvedené priklady jsou télesa. Jak v
nich vypadaji proky 0 a 1 a jaky tvar magji inverzni proky?

Definice 1 (t&leso). Uspofidand pétice (T,+,-,0,1) se nazjvd téleso, pokud
T je mnozina, 0 % 1 prvky T a + a - operace na T takové, Ze pro vSechna
x,y,z €T plati:

~

9.

. z+y=y+z (komutativita +)

z-y=vy-x (komutativita -)

z+ (y+2) = (x+y) + 2z (asociativita +)

.z (y-z2)=(x-y)- 2z (asociativita -)
. ¢+ 0=z (neutralita 0 vzhledem k +)

x -1 =x (neutralita 1 vzhledem k -)

ezistuje —x € T pro které plati x + (—x) = 0 (existence inverzniho proku
pro +)

pokud x # 0, potom ezistuje =1 € T, pro které plati x-x=1 =1 (ezistence
inverzniho proku vzhledem k -)

(x+y) - z=a- 2z+y- 2z (distributivita)

Definice 2 (ostré linearni uspofadani). Relaci < na mnoZiné M nazveme ost-
rgm linedrnim (dplngm) uspoidddinim na M, pokud pro kazdé x,y,z € M plati

1.

T <y,x >y nebox =y,

2. pokud x <y ay < z, potom z < z,

3.

neplati x < x.

Misto ostré linedrni usporadani budeme zpravidla fikat jednoduSe usporé-
dani (jiné varianty uspoiadani nebudeme definovat).



Priiklady. Teélesy jsou napiiklad Q, R a C s obyklyjmi operacemi + a - a také
Z, se scitdnim a ndsobenim modulo p pro p prvocislo.

Definice 3 (uspoiadané téleso). Sestici (T,+,-,0,1,<), kde (T,+,-,0,1) je
téleso a < je uspoidaddani na T, nazveme uspoiadanym télesem, pokud pro viechna
x,y,z € T plati

1. pokud z <y, potom z+ z <y + z,
2. pokud x <y az>0, potomzx-z<y-z.
Piiklady. Q je uspoiddané téleso, Zo ani C nejsou.

Definice 4 (omezena mnoZina, sup, inf). Necht (T, +,-,0,1,<), kde (T, +,-,0,1)
je uspordadané téleso a M C T. Prvek x € T nazjvime

1. horni zdvorou mnozZiny M, pokud pro kazdé y € M plati y < x

2. dolni zdvorou mnoZiny M, pokud pro kazZdé y € M plati y > x

3. supremem mnoZiny M, pokud pro kaZdé y horni zdvoru M plati y > x,
4. infimem mnoZiny M, pokud pro kaZdé y dolni zivoru M plati y < z,

Mnozinu M nazgvime zdola (shora) omezenou, pokud md néjakou dolni (horni)
zavoru, M nazveme omezenou, pokud je zdola i shora omezend.

Realna ¢isla (znacime R) jsou (az na izomorfizmus) jednozna¢né uréené uspo-
radané téleso T s néasledujici vlastnosti: kazda neprazdna shora omezena pod-
mnozina T ma (v T) supremum (axiom suprema).

Poznamky a ptiklady. 1. To, Ze = je supremem mmnozZiny M miZeme al-
ternativné vyjadiit ndsledovné:

e x je horni zavora M a

e pro kaZdé € > 0 existuje y € M takové, Zey > x —¢
Priklad: sup(0,1) = 1.

2. Pro kazdé x € R existuje n € 7 takové, Ze n < x < n+ 1. Toto n (jed-
noznacné urdené) zazgvime (dolni) celou éisti x a znacime |x|. Pomoci
pojmu suprema toto ¢islo definujeme ndsledovné: necht

M={neZ: n<z}, a s=supM.

Potom (podle piedchozi pozndamky - pro € = 1) dostaneme, Ze existuje
n € M spliujici n > s — 1. ProtoZe n € M, mdme n < x a pokud by
platilo n + 1 < x (4. neplatilo x < n + 1) potom musi platit n+1 € M a
tedy n + 1 < s (s je horni zdvora M ), coZ je ale ve sporu s volbou n. Pak
uZ jen polozime || = n.



3.

Existuje (jednoznaéné uréené) s € R, s > 0, pro které plati s> = 3 - tedy
Zkrdcené feceno /3 € R (jak uz vime, takové x neexistuje v Q). Toto s
definujeme predpisem

s=sup{y >0:9y" < z}.

Podle definice uspordddni musi platit (prdve) jedna z moZnosti s> < 3,
52 > 3, nebo s> = 3. Pokud by platila pruni nebo druhd mozZnost, pak pro
dostatecné malé € > 0 bude platit nerovnost (s + )% < 3 (resp, (s —¢)? >
3), coZ je v obou piipadech ve sporu s definici suprema. Musi tedy platit
posledni moznost s> = 3.

. Podobngm zpisobem jako v pFedchozim pripadé miZeme definovat n-tou

odmocninu z libovolného x € R, © > 0 (znacime zw nebo ¥x) a to pred-
pisem

T = sup{y > 0:y" < z}.

Véta 5 (Archimedova vlastnost R). Je-li € R, pak ezistuje n € N takové, Ze
n>x.

Véta 6 (hustota Q a R\ Q v R). Pro kaZdd a,b € R, a < b, ezistuje p € Q
takové, Ze plati a < p < b. Zdroven exzistuje ¢ € R\ Q takové, Ze plati a < g < b.

Véta 7 (o existenci infima). KaZdd neprizdnd zdola omezend podmnoZina R
md infimum.

MnozZiny a zobrazeni

Mnoziny zadavame vyctem - {}, {3,1—i} apod. - nebo ve tvaru {z € X : ¢(x)},
kde ¢ je vyrokova funkce na mnoziné X. Budeme pouzivat nasledujici znaceni:

(ACB) < (Vzxe€ A:z € B) (A je podmnozinou B),
(A=B) < ((AC B)A(BC A)) (A je rovna B),
ANB={z € A:z < B} (prinik A s B),
A\B={z€ A:z ¢ B} (dopln&k B v A),

AUB={zx € X : (x € A)V (z € B)} (sjednoceni A a B), kde X je
mnozina, A, B C X.

Plati (de Morganovy vzorce)

X\ (AUB)=(X\4)N(X\B),
X\ (ANB)=(X\A)U(X\ B).

Budeme pouzivat i



o JMu={reX:3acA: zecM},
acA

. ﬂMa:{xeX:VaeA: x € My},
acA

kde {M4s}aca je systém podmnozin X (indexovany mnoZzinou A). Opét plati

o« X\ <U Ma> =[] (X\ M),

acA a€cA

o X\ (ﬂ Ma> = |J (x\ M).

acA a€cA

Podmnozinu F C X X Y budeme nazyvat zobrazenim z X do Y (zkracend
piseme F : X — Y) pokud

eVzeXIyeY: (z,y) €F,
o V(z,y) € FVY(u,v) e F: (x=y) = (u=0).

Misto (x,y) € F piSeme F(z) = y. Mnozinu X nazyvame defini¢nim oborem

zobrazeni F (znatime Dp), mnozinu Rp = {y € Y : 3z € X : F(z) = y}

nazyvame oborem hodnot F. Je-li F': X — Y tikdme, Ze je F
ezXnaVY,pokudVy €Y 3z € X : F(z) = y (znacime téz F: X 3Y),
e prosté, pokud Ve € X Vz € X : (v # z) = (F(x) # F(2)).

Je-li F: X — Y prosté a na definujeme inverzni zobrazeni F~!:Y — X
predpisem F~l(y) =2 < F(z) =v.

Pro zobrazeni F': X - Y aG: Z — W, kde Rp C Z definujeme slozené
zobrazeni G o F' : X — W piedpisem G o F(z) = G(F(z)), z € X.

Na procviceni. Plati (F~1)™' = F a F~'o F(z) = z.

Spojitost a limita funkci jedné redlné proménné

Realnou (komplexni) funkei jedné realné proménné budeme rozumét zobra-
zeni f: R — R (f : R — C). Budeme pouzivat obvyklé znaceni intervali, napf.
(a,b) ={z € R:a < x < b} arovnéz znaleni |z| = max{—xz, 2}, x € R. Plati

|z +y| < |x|+|y|, (trojuhelnikova nerovnost).
Definice 8 (okoli a prstencové okoli). Pro a € R a § > 0 definujeme mnoZiny

U(a,0) =(a—6,a+96)={r eR:|z—a| <d},
P(a,0) =U(a,0)\{a} ={z e R:0< |z —a|] < d}

a nazyvdme je okoli a prstencové okoli bodu a s polomérem §.



Definice 9 (limita a spojitost funkce - ¢ast 1). Necht f je redlnd funkce defi-
novand na néjekém okoli bodu a € R. Rikdme, Ze [ je spojitd v bodé€ a, pokud
plati:

(S) Ve>030>0VeeR: |z —a|<d = |f(x) — fla)| <e.
Necht f je definovdina na néjakém prstencovém okoli bodu a € R. Rz’kdme,
Ze f md v bod€ a limitu L € R (piSeme lim f(x) = L), pokud plati:
r—a

(L) Ve>030>0VeeR:0< |z —a|]<d = |f(z) - L| <e.

Poznamky a priiklady. 1. Plati
(L) < Ve>036>0Vx € P(a,9): f(z) e U(L,¢)
<= 3C>0Ve>035 >0Vx € P(a,d) : |f(x) — L| < Ce.
Analogicky pro vyrok (S).

2. (jednoznacnost limity)

(OMf@%:QA(Mnﬂ@:AO>::(L:M)

T—ra T—ra

3. Je-li f definovdna na okoli bodu a € R, potom

(f je spojitd v a) <~ (lim flx) = f(a))

r—a

4. (extrémné dileZitd) Pokud 36 > 0 Va € P(a,d) : f(z) = g(z) o L € R,
potom

(lim f(:z:):L) — (limg(x):L).

r—a r—a

5. Pro A, B € R je funkce f(x) = Ax + B spojitd ve vSech bodech R.

6. Definujme (tzv. Dirichletovu funkci)

)1 z € Q,
ﬂﬂ_{o: z €R\Q.

Potom f je nespojitd ve vSech bodech mnozZiny R. Na rozmyslenou: f nemd
limitu v Zadném bodé mnoZiny R.

22 _ 2

7. lim = lim x +a = 2a.
T—a T —a r—a

Lemma 10 (limita a omezenost). Pokud lim f(x) = L, potom
r—a

1. 3C >036 >0Vz € P(a,0) : |f(z)| < C,



2. pokud L # 0 potom 3D > 03§ > 0Vzx € P(a,) : <D,

1
[F()]
Véta 11 (aritmetika limit - verze 1). Je-li ilg}l fx) = A a qulgzg(x) = B,
potom:

1. lim f(x) 4+ g(z) = A+ B,

T—ra
2. lim f(x) - g(z) = A- B,
A
3. pokud B # 0, pak lim M ==
v=ag(z) B

Diisledek 12 (aritmetika spojitosti). Necht f a g jsou spojité v bodé a, potom
i funkce f 4+ g a [ - g jsou spojité v a. Je-li navic g(a) # 0 potom je v a spojitd
i funkce 5.

Piiklady. Jsou-li P a Q polynomy, potom plati
P(z) _ P(a)

lim —= =

v=a Qz)  Qa)

P
za predpokladu, Ze a nent kofenem Q. Specidlné plati, Ze (raciondlni) funkce a

je spojitd ve vsech bodech R kromé koieni Q.

2

Jak ale napriklad spocitat limitu lim x° - sin — ? Jde sice o soucin, ale arit-
Tr—ra €T

metiku limit nelze pouZit.

Véta 13 (o dvou straznicich). Necht pro funkce f, g a h plati ndsledugjici pod-
minky:

e lim g(x) = lim h(x) =L,

T—ra r—a
e 36 >0Vz € P(a,9) : g(z) < (z) < h(x).
Potom lim f(z) = L.

T—a

Priiklad. Limitu z pFedchoziho piikladu uZ ted spocitdime snadno, plati totiZ

1
—2? <z?-sin—- <2? xcR\{0},
x

v 1 2 . 2 L. . 7. 2 1
a protoZe lim —z” = lim z* = 0 dostdvdme, Ze lim z* - sin — = 0.
x—0 x—0 x—0 xX .
v o ~ 3 v v , . 3 3 Slnx J vy ov
Pozdéji v pribéhu semestru si ukdZeme, Ze plati limita hn}J — =1 (a jeste
r—r s

mnohem pozdéji, Ze funkce sin exsituje). Co kdybychom ale chtéli spocitat limitu
L sin(f()

, kde f je funkce z minulého pFikladu?
a—=0  f(x)



Véta 14 (limita slozené funkce). Nech? plati lim f(z) = B a lim g(z) = C.
x—A z—B

Predpoklddejme navic, Ze plati alespoti jedna z ndsledujicich podminek:
(S) g je spojitd v bodé B,
(P) 36 >0Vz € P(A,d) : f(x) # B.

Potom zli_I)Ijlqg of(z)=0C.

Tzv. zndmé limity:

lim =1, lim =1.
z—0 T z—0 T
Z nich pak lze odvodit dalsi tzv. zndmé limity:
lim 1-— c20s33 _ 17 lim arcsin x ~ 1. lim arctan x 1
z—0 x 2 z—0 x x—0 x
logx log(x + 1
lim BT _ 1, (alternativné lim M = 1)
z—1x — z—0 x

Definice 15 (jednostranné okoli). Pro a € R a § > 0 definujeme levé a pravé
okoli bodu a s polomérem § jako

U—(a76):(a‘_57a]7 U+(a75): [CL,CL+5).
Rowvnéz definujeme levé a pravé prstencové okoli bodu a s polomérem 6 jako
P_(a,6) = (a—d,a), Pi(a,d)=(a,a+0).

Definice 16 (jednostranné spojitost a limita funkce). Rikime, Ze f je zleva,
resp. zprava spojitd v bode a, pokud plati ndsledugjici vijroky:

Ve>036>0:2€U_(a,0) = f(a) €eU(L,e),

resp.
Ve>036>0:2€Uys(a, ) = f(a) e U(L,e).

Rikime, %e f md v bodé a € R (jednostranou) limitu L € R zleva, resp.
zprava, (piseme lim f(x) = L, resp. 1im+f(z) =L ), pokud plati
Tr—a— T—ra

Ve>036>0:2z€ P_(a,0) = f(z) €eU(L,e),

resp.
Ve>035>0:2€ Pi(a,0) = f(z) e U(L,e).

Poznamky a priklady. 1. Pro prdci s jednostrannymi limitami plati stejnd
pravidla jako pro (oboustranné) limity (pozndmky (1)-(4) a aritmetika li-
mit)

10



2. Platz‘(lim f(a:)) — K lim f@;)) A ( lim f(x))}

Tr—a T—a— r—a+

3. Pro funkci

1 x>0
sgnx =<0 =0
-1 : =<0

plati li%li sgnx = 1, specidlné, oboustrannd limita neexistuje.
z—

Va2 4zt

4. lim ~—— 7 = 41,
r—0+ €T
Derivace

Definice 17. Derivaci funkce f v bodé a definujeme jako hodnotu

(@) = im 1@ =@ _ gy, Slath) = fla)

z—a  r—a h—0 h ’

pokud limita napravo existuje. Podobné definujeme derivaci zleva, resp. zprava,
jako

Poznamky a priklady. 1. Plati
(f'(a) =L) <= ((f"(a) = L) A (' (a) = L)).
2. Obuykle pouZivime (nepFesny) zdpis typu
(z), (z%), (sinz)’, (e*), apod.

3. e () =1, (2% =2z a obecné (z") =na" !, neN, z €R,

(
*

o (%) =€, z eR,
(

Lemma 18 (derivace a spojitost). Pokud existuje f'(a) (vlastni) potom je f
spojitd v a.

Véta 19 (derivace f + g, fg a L). Plati
1. (f+g9)=f+7,
2. (fg)) =19+ fd,

11



3.<f) :.Fg;fd’
9 9

kdykoliv md pravd strana smysl.

Vé&ta 20 (derivace slozené funkce). Pokud existuji g'(f(a)) a f'(a), potom exis-
tuje i (g o f)'(a) = f'(a) - '(f(a))

1
o (tg) = P (zde jsme vyuzili (cosz) = —sinz),

° (eiz)/ =—e 2,
e (na rozmyslenou) (sinhx)" a (cosh z)’

Véta 21 (derivace inverzni funkce - verze 1). Necht f je prostd na intervalu
(o, B) a zobrazuje jej na interval (v,9). Pokud a € (o, B) a plati

1. f'(a) existuje a f'(a) # 0,

2. f71 je spojitd v bodé f(a).

1
- f'(a)

Definice 22. Budeme fikat, Ze funkce f je na intervalu I

Potom existuje (f~1) (f(a)) a plati (f~1)'(f(a))

e rostouct, pokud f(z) < f(y) proz,y€l, z <y,

()
)

o neklesagici, pokud f(zx) <
o klesajici, pokud f(x) > f(y) prox,y € I, x <y,

<fly)prowyel, x<y,
e nerostouci, pokud f(x) > f(y) prox,y € I, x <y,
e monotonni, pokud plati jedno z vijse uwvedenyjch,

e ryze monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici.

Véta 23. Pro f na otevieném intervalu I plati

pokud f' > 0 na I, potom | je rostouci na I,

pokud ' >0 na I, potom | je neklesajici na I,

pokud f' <0 na I, potom f je klesajici na I,

pokud f' <0 na I, potom f je nerostouci na I.

Véta 24 (derivace inverzni funkce - verze 2). Necht f je spojitd a ryze mono-
tonni na intervalu (o, B), a € (o, B), f'(a) exsituje a plati f'(a) # 0. Potom

ezistuje (f~1)(f(a)) a plati (f~1) (f(a)) = f’za)'

12



Vé&ta 25 (derivace inverzni funkce - verze 3). Necht f’ > 0 na intervalu («, 3),
nebo f' < 0 na (a,B). Potom pro a € (o,B) exzistuje (f~1)(f(a)) a plats

=1y a)) = 1
(7Y (@) =

Definice 26 (derivace vysgich fada). Druhou derivaci funkce f v bodé a nazy-
vame hodnotu , ,
f/l(a) — lim f (:L‘) B f (CL)’

r—a r —Qa

pokud limita napravo existuje. Analogicky definujeme derivace vyssich vadi (re-
kurentné, pomoci f™) = (f(»=1Y),

Priklad. Pro f(z) = 2 + 4x + 6 plati

flx) =327 +4, f'(x)=6z, f"(x)=6, fD(x)=0

Véta 27 (Leibnizav vzorec).

Elementarni funkce

Véta 28 (o jednozna¢nosti exponencidly). Emzistuje nejvyse jedna funkce exp :
R — R splrujici:

(E1) exp(z +y) =expz-expy, 7,y € R,

expr — 1

(E2) lim =1.

z—0 €T
Pro tuto funkci pak déle plati
(E3) exp0 =1,

(E4) exp(—z) = z €R,

expzx’
E5) expx #0, x € R,
E6) expx >0, z € R,

(expz) =expz, z € R,

(
(
(E7
(
(E9

exp je rostouci na R,

)
)
)
E8) (expx) (") —expz, z € R,
)
(E10) exp je spojita
)

(E11) obor hodnot exp je (0, c0)

13



(E12) exp je prosta na R,
(E13) existuje inverzni funkce k exp, kterou zna¢ime log : (0,00) — R.
Pro funkci log dale plati

(L1) log(z - y) =logx +logy, x,y € (0,0),

(L2) log L = —logz, z € (0,00),
(L3) log(1) = 0,
(L4) (loga) =
(L5) log je rostouci na (0, 00),
(L6)

L6) log je spojita na (0, 00)

Pomoci funkei exp 2 (budeme psat, jak je zvykem e*) a log definujeme obecnou
mocninu a® = €?1°8% ¢ > 0, b € R, coz nAm dava obecnou exponencialu a®,
x > 0, obecnou mocninu z%, = > 0 a logaritmus s obecnym zakladem (jako
inverzni funkci k a®).

Plati navic, ze pro x > 0 je tato definice konzistentni s pfedchozimi definicemi
" a xw. Dejme ale pozor na to, Ze tyto funkce jsou definovany na vétsich

intervalech (z" na R, 2 na [0,00) pro n sudé a na R pro n liché).

Véta 29 (o jednoznacnosti funkci sin a cos). Ezistuje nejvyse jedna dvojice
funkci sin, cos : R — R a jedno ¢&islo m spliiujici:

(G1) sin(x +y) =sinx cosy + coszsiny, z,y € R,

(G2) cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny, z,y € R,

(G3) sin(—z) = —sinz (sin je licha funkce), cos(—z) = cosz (cos je suda
funkce)

(G4) sin0 =0, sin § = 1 a sin je rostouci na [0, 7],

(G5) lim o8 =1,
x—0 X

Tyto funkce spliuji vSechny vlastnosti, které od funkei sin a cos ocekavame,
dokézali jsme (nebo alespoii naznacili si dukaz) u

G6

cos0 =1,

(
(G7) sinx +cos’z =1,z R,
(
(

G9

)
)
G8) (sinz) =cosz a (cosx) =sinz, z € R.
) cos 5 =0,

)

(G10) sin(z + %) = cos(x)
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(G11) sin(x + 7) = —sin(z)

(G12) sin i cos jsou 27mperiodické, tj. sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 27) = cos(x).

.. sin x Ccos T .
Zavedli jsme funkce tanx = a cotanc = ——. Plati
Ccos T sin x

Dianz =R\ {Z + k7, K €Z}, Deotanz =R\ {km, k € Z}

a
1
tanz) = ——, (cotanz) = — .
(tan z) cos?z’ (cotan ) sin?
Omezime-li defini¢ni obory dostaneme prosté funkce
sin: [-Z,2] B [-1,1], cos:[0,7] = [~1,1]

tan: (—Z, %) B R, cotan: (0,7) B R,
které jsou ryze monotonni a jejichz derivace je (mimo krajni body) nenulova.
Existuji tedy inverzni funkce

na

arcsin : [—1,1] 3 [-Z, 2], arccos : [-1,1] %3 [0, 7]
arctan : R 23 (=2, %), arccotan : R =3 (0, ),
S pomoci véty o derivaci inverzni funkce spocitame

1 1

(arcsinz)’ = Wipert (arccosz)’ = R gt z € (-1,1)
a
1 __ 1 I _ 1 R
(arctanz)’ = To a2 (arccotanx)’ = i eR.
Dale jsme uvaZzovali funkce
xr xr xT —x
sinhx = ¢ ¢ , coshz = ¢ te
2 2
¢ h h
sinh coshz
tanhz = , cotanhx = —
cosh x sinh x

Plati, Ze sinh, tanh a cotanh jsou liché a cosh je suda a plati i dilezita identita
cosh? z — sinh? z = 1.

Dale
Dsinh = Dcosh = Dianh = R? Dcotanh =R \ {O}a

a (na celych defini¢nich oborech)

(sinhz) = coshz, (coshz) =sinhz

15



1

tanhz) = —_—
( ) sinh? x

————, (cotanhz) = —
cosh? z ( )
Omezime-li piipadné defini¢ni obory dostaneme prosté funkce

na

sinh: R 2 R, cosh:[0,00) % [1,00)

tanh : R ™8 (—=1,1), cotanh:R\ {0} 8 (o0, 1) U (1,00),

které jsou ryze monotonni (u cotanh na obou intervalech, prosty je ale na celém
definiénim oboru) a jejichZ derivace je (mimo krajni body) nenulova. Existuji
tedy inverzni funkce

argsinh : R 83 R, argcosh : [1,00) =3 [0, 00)
argtanh : (—1,1) 8 R, argcotanh : (—oo,1) U (1,00) 8 R\ {0},

Opét (s pomoci véty o derivaci inverzni funkce) spoc¢itame

1
(argsinhz) = ———, =z €R, (argcoshz) =

2 +1 2 —1

(argtanh x)’ = |z| <1, (argcotanhz) = || > 1.

1 1
1— a2’ 1—z2’
Primitivni funkce a neurcity integral

Definice 30 (primitivni funkce). Pro otevieny interval I fikime, Ze funkce
F: I — R je primitivni funkci k funkci f : I — R na I, pokud F' = f na I.

Definice 31 (neur€ity integral). MnoZinu viech primitivnich funkci k funkci f

(na I) znacime | f(x)dx a nazgvime neuréitym integrilem funkce f (na I).
Je-li F primitivni funkei k funkei f, plati /f(x) der ={F+C:C € R}, coz

zkrécené zapisujeme / f(z) de = F(x) a fikime, 7e neur¢ity integral z funkce f

je az na konstantu roven funkei F. Casto téz uvidite zapis / f(z) de = F(z)+C.

Rovnéz ¢asto vynechavame zavislost na x i symbol dz.

Véta 32 (linearita primitivnich funkci). Necht F' je primitivni funkci k funkci
f a G primitivni funkei k funkci g (oboji na intervalu I) a bud o, 8 € R. Potom
oF + BG je primitivng funkci k funkci aof + Bg (na intervalu I).
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Véta 33 (per partes pro neurcity integral). Necht f a g jsou definované na
intervalu (a,b) a necht ' a ¢’ ezistuji (vlastni) na (a,b). Potom

[td=t9- [ 3 (matan).
pokud integrdl napravo existuje.

Véta 34 (1. véta o substituci pro neurcity integral). Nech? f : (a,b) - R a
v (o, 8) = (a,b) maji vlastni derivaci ve vech bodech intervalu (a,b) resp.
(a, B). Potom

Gt)- fop(t)dt=foyp naa,p).

Véta 35 (2. véta o substituci pro neurcity integréal). Necht ¢ md vlastni a vdude

Eladnou, nebo vsude zdpornou derivaci na intervalu (o, ) a necht ¢ : (o, B) 23
(a,b). Pokud ja f definovina na intervalu (a,b) a H je primitivni funkce k
Sol(t) : f © Qﬁ(t) na (aaﬂ)’ potom

/f(t) QS Hou () na(ab).

Vé&ta 36 (o lepeni). Necht f : (a,c) = R je spojitd, F je primitivni funkce k f
na (a,b) a G je primitivni funkce k f na (b,c). Potom existuji limity

lim F(x)=L", a lim G(z)=L"
z—b+

z—b—
a funkce
F(z), z € (a,b),
H(z)={G(x)— Lt + L, x € (b,c),
L, x = b,
je primitivng funkci k f na (a,c).
Poznamky a priklady. 1. Metodu per partes pouZivame casto piimo, napf.

. . C .
/xcosm: dx:xsmw—/smx dr = zsinz.

Obecné pro P polynom a f zpravidla jednu z funkci e®, e™*

(pFipadné sinh x, coshx)

, sinx, cosx

/P(:c)f(x) dx
budeme P pri per pertes derivovat (i nékolikandsobné) a f integrovat

2. Naopak, pro P polynom a f zpravidla jednu z inverznich funkci logx,
arcsin x, arccos x, argsinh z, argcosh z, argtanh x, argcotanh x

/ P(2)f(z) do

budeme P pTi per pertes integrovat a [ derivovat.
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3. Per partes pouzivime rovnéz nepfimo (mnoha zpisoby) ndsledujicim zpi-
sobem spocteme dileZity integral: nejprve oznacme I, = | ————— dx
D y integ 14 n ST
pro n € N. Predné

1 c
I = /7 dr = arctanx.
14 22

1 x —2nx
I, = dr = — d
" /(1+m2)" Tt /(1+x2)"+1 v
x 2+1-1
= At +2n/7(1+x2)"+1 dx

z 2?2 +1 1
=+ | ————dr-2n [ ————d
(1+x2)”+ n/(1+x2)"+1 ! n/(1+x2)n+1 ‘
= Ty 20l s

Po preskupeni cleni dostavame

1 T
Iop=—(—2 +(@n-11I,).
oy ((1+x2)”+(n ) )

4. Pro pouZiti pruni véty o substituci nebudeme mit vZdy integrand v idedlnim
tvaru ' o ¢ - ', ale je potreba jej upravit. Nap¥. pro substituci t = e*,

dt = e* dx,
x
t
/f(ex)dx:/&;)exdm—/ydt
e
Potobné pro substituci t = cosx, dt = —sinx dx,
/sinQ”'*'1 xdx = /sin z(sin? )" dx
= —/—sinx(l —cos?z)" dx = —/(1 —tH)" dt.

5. Podobné postupujeme u snadné, ale velmi uZitecné tzv. linedlni substituce
t=ax+b, dt =adx,

/f(ax‘Fb)dﬁC:%/af(ax—i-b) d:zc:é/f(t)dt.

Derivace vnitini funkce je pouze konstanta, kterou muzZeme integrdl vZdy
prendsobit.

6. Rovné# casto pouZivime tzv. kvadratickou substituci t = ax® + bx + c,
dt = 2ax + b,

/(2ax—|—b)~f(ax2—|—bx—|—c) dzr = /f(t) dt.
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Napr.

1 2
—x2 c —x
de £ —Z )
/.1?6 T e

7. (dilezity) pomoci linedrni substituce spocéitdme pro m € N

1
/ (22 + pz + )™
v piipade, Ze kvadraticky polynom x? + px + ¢ nemd redlné koieny. Potom

totiz proa = 5 a b = \/q—% plati 2% + px + q = (v + a)? + b* (ne-

chvalné zndmé doplnéni na ctverec) a miZeme psdt (linedrini substituce v
poslednim kroku t = 4%, dt = ; dx)

1 1 1 1
| e | G v

. 1 / 1 dt
T p2m—1 (t2+1)m ’

Integrdl na konci uZ umime spocitat pomoci prikladu (3).

Parcialni zlomky

Nyni se budeme zabyvat integraci raciondlnich funkci, tj. funkei f ve tvaru

P(z) :
r)=——=,kde P a sou polynomy.
f(z) o) @ jsou polynomy
S cr 1w R(z)
Na rozehiati nejprve vyjadiime f(x) ve tvaru T(2) + S(x), kde

e R S aT jsou polynomy,
e R a T nemaji spoletné kotfeny (ani komplexni),

deg R < degT,

koeficient u nejvyssi mocniny 7' (tzv. vedouctho monoé¢lenu) ja roven 1.

V nésledujicim kroku polynom 7T zapiSeme ve tvaru
T(z) = (x —a)™ - (z —an)™ (2% + proz + q)™ - (2% + pya + qn)"™.

Zde a; odpovidaji redlnym kofeniim T a nésobnosti m; a kvadratické polynomy
2+ pjz+q = (z — Bj)(z — BJ) odpovidaji dvojicim komplexné sdruzenych
kofent 7' a néasobnosti n; (takovy tvar existuje, protoze T ma pouze realné
koeficienty).

Véta 37. Necht polynomy R a T spliiuji podminky vyse, potom exsituji (jed-
noznacné uréené) koeficieny A%, Bl a C’l (indexy v rozsahu, jako suma niZe),
Ze

l‘ M m, N n; Bl.’lf—f—cl
T(x) ;kzl (x —a;)* Z::g (22 4+ pjz + ¢;)t



Za kazdy clen (z — a)* v rozvoji T tedy do sumy napravo piidame k ¢lent
(parcialnich zlomku)
A1 AQ Ak
s—a (z —a)? ot (z —a)k’

kazdy clen (z? + pr + ¢)* v rozvoji T pak do sumy napravo piida k cleni
(parcialnich zlomku)

Bix+C Box + (s Brx + Cj,
2 4+pr+q  (22+pr+q)? (22 + px + @)k
Spocitali jsme (pomoci tzv. zakryvaci metody)
z x A B % %
22-1 (z24+1)(zx-1) z+1 z-1 =x4+1 =zx-1

Pomoci prevodu na soustavu linedrnich rovnic pak

rz+1 1 1 —x—1

(x2+1):c2_5+ﬁ+ z2+1

Parcialni zlomky integrujeme nasledovné: u redlnych kofend rovnou pouzi-
jeme linearni substituci

/ A dp = Alogl|z — al, k=1,
(.x—a)k tAk‘W’ k> 1.

U kvadratickych €lend parcidlni zlomek nejprve rozlozime

Bx+C B 2z +p C—%
/ﬁd:v:§/ﬁdx+/ﬁdx.
(22 +px+4q) (22 +px+q) (22 + px +q)

Prvni ¢len pak spocitdme pomoci kvadratické substituce

/ 20 +p {log(:c2+px+q), k=1,
TrrraE =

Druhy integral jsme uZz poéitali (viz vyse).
Nésledujici standardni substituce pfevadéji mnoho integrali na parcialni
zlomky (R je vzdy racionalni funkce vice promé&nnych)

/R x,"\”/ax—i_b de — t:’\"/ax+b,
cr+d cr+d

Napiiklad (pro t = Vo + 1, z =t? — 1, do = 2t dt)

/ 1 d / 2t it
= = —=
T++vr+1 2—1+t¢
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/R(sin2 x, cos> x,sinxcosz)der — t=tanuz,

t? 1 t
Naff. (pouzivame sin® z = 21 cos? = 21 sinxcosx = 52 dz =
— dt
241 )

1
sinx cosz + 2 e t2 P+l B+ +t+2)
Obecné pak muzeme pouzit

/R(sinx,cos x)dr — t=tan g

Kapitolu zakon¢ime nékolika piiklady na lepeni. Spocitdme / f(z) dx pro

f(z) = max(z?,1), dostaneme: %3 je primitivni funkce k f na (—oo,—1) a

(1,00), z je primitivni funkce k f na (—1,1). Po dvojnasobném lepeni dosta-
neme, ze funkce H definovand jako

3
2
x——i—f, x € (1,00),
3 3 32
H(l') - 7% - ga VS (700, 71)7
T, x € [1,1],

je primitivni funkce funcke k f na R (poznamenejme, Ze f je spojitd na R, a
tedy primitivni funkce k f na R musi exsituvat).

Nékdy nudeme muset lepit i v nekone¢né mnoha bodech, napt. pro funkci
max(sinx,0), nebo v nasledujicim typickém piipadé (ktery oviem nebudeme
schopni dopocitat, protoze stale jesté nezname nevlastni limity).

1 1 1 1
L A (N S P S
/COSQw—I-Q * /1£2}i-1+2 t2+1 /2t2+3

< —— al"Cl an 7\/7 tanl’
f6 \/?) .
na T ﬂ—)

Pouzili jsme 2. vétu o substituci pro ¢(z) = arctan(z), ¢ : (—00,00) = (=73, 5
flx) = m, kde fop ¢ = ﬁ (po tprave). Primitivni funkci jsme tedy
dostali jen na (a,b) = (=%, %) (a pomoci periodicnosti +k7). Funkce f je ale
spojitd na R a tedy budeme muset lepit (ve v8ech bodech § + k).

Limity podruhé
Definice 38 (okoli +00). Pro e > 0 definujeme okoli a prstencové okoli +oo

jako
U(+00,€) = (1, +00) = P(+00,¢)
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U(—00,€) = (=00, —1) = P(~00,¢)

€

Definice 39 (limita funkce - plna verze). Necht a,L € RU {+o0, —o0} potom
Fikdme, Ze f md v a limitu L (zn. lim f(x) = L) pokud plati
r—a

Ve > 035 > 0Vz € P(a,d) : f(x) € U(L,¢).

Analogicky definujeme jednostranné limity.

Poznamky a ptiklady. 1. I po tomto rozsireni o nevlastni limity plati vét-
Sina poznatki, které o limitdch funkci uZ zname (hlavné jednoznacnost a
limita sloZené funkce). Ohledné aritmeriky limit wvidime pozdéji a stejné
ohledné véty o dvou straznicich.

2. lim e® = 400, lim e =0, lim logz = +oo, lim logz = —oo0,
r—+00 Tr——00 r——+00 x—0+

zde jsme vyuZili, Ze exp a log jsou rostouct a na.

Budeme pouzivat nasledujici znaceni

lim f(x) = L+ <= Ve > 036 >0Vx € P(a,9) : f(z) € P+(L,e)

r—a

lim f(z) = L— < Ve > 036 >0Vz € P(a,d): f(x) € P_(L,¢)

r—a

Napiiklad lin% +2? = 0+. Plati nasledujici
T—r
Véta 40 (vypocet nevlastnich limit). Plati

. . 1

2. lim f(z)=L < Jcl_i}r(r)lj[f(%):L

r—too

1
Naptiklad lin%) — = 400 (protoze lir% |z| = 0+4). Analogické tvrzeni plati i
T z—>

]

1
pro jednostranné limity, coz dava lim — = too.
z—0+ o

Véta 41 (o jednom straznikovi). Je-li lim f(x) = +o0 (resp. lim f(x) = —o0)
r—ra r—a

ag > f na Pla,A) (resp. g < [ na P(a,A)). Potom lgn g(x) = +oo (resp.

lim g(z) = —0).

Tr—a

Véta 42 (nekonecno a omezenost). Plati

1. lim f(z) = 400 a g > C na P(a,A), potom lim f(z)+ g(z) = +o0
r—a

T—ra

2. lim f(x) = —00 a g < C na P(a,A), potom lim f(x)+ g(z) = —c0
Tr—a

r—a
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3. lim f(x) =00 a g > C >0 na P(a,A), potom lim f(x) - g(x) = £oo
r—a

r—a

4. lim f(z) = +o00 a g < C <0 na P(a,A), potom ligl f(x)-g(x) = Foo

r—a

Definice 43 (rozsifena realna osa). MnoZinu R* = R U {400, —00} nazgvdime
roz§itenou redlnou osou. Pro prvky +00 a —oo navic piredpokladdime ndsledugici
vlastnosti:

1. pro vsechna x € R plati —oo < x < 400,

2. | £ 0| = 400,

3. £00 + (£o0) = too, o0 - (£00) = +00, 00 - (Foo) = —00,
4. pro vdechna x € R plati —oo +x = —00 a +00 + & = 400,
5

. pro vsechna x € R plati, pokud x > 0 potom +oo - x = +00, pokud x < 0
+o00 - x = Foo,

6. pro vSechna x € R plati S 0.
Fo0

Poznamenejme, Ze tzv. neurcité vyrazy —oo + (+00), +00 + (—00), §, %,

%, 0-+o00 a +00 - 0 nejsou definovany.

Véta 44 (aritmetika limit - plna verze). Je-li lim f(x) = A a lim g(z) = B,
T—ra

r—a
potom:
1. lim f(xz)+g(z) = A+ B,
T—ra
2. lim f(z)-g(z)=A-B,
T—ra
A
g tim 1@ _ 4
v=ag(r) B
pokud md odpovidajici vijraz na pravé strané smysl.
xT
Stale jesté ale neumime podcitat limity typu % a %. Napfr. lim 6—2, zde

r—+00 I
musime porovnavat jak rychle které funkce jde do +oco. Na to se nadm bude hodit
nasledujici (nechvalng znama) metoda vypoctu limit:

Véta 45 (I'Hospitalovo pravidlo). Necht plati lim f(x) = 0 = lim g(x), nebo
r—a Tr—a
!
lim |g(z)| = +00. Necht ddle lim f,(z) = L. Potom lim f@) =
T—a r—a g (QI}) r—a g({IJ)

Dvojnasobnym pouzitim I’Hospitalova pravidala pak uz snadno dostaneme,
x

) e
ze plati lim — = +o0.
r—+00 I
Podobné spocitame nasledujici dilezité limity
a/$ (0%
lim — =+o00, a>1, lim =400, a>0,
r——4o0 ¥ r—+00 logx
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nebo v reformulaci

. o . logzx
lim — =0, a>1, lim —2& =0, a>0,
rz—+oo ¥ rz—+oo %

a li%lerloga: = 0. Ty pak v kombinaci s aritmetikou limit umoznuji spocitat
r—

mnoho limit typu 32 a %, napt. (zékladnim trikem je vytknout nejrychlejsi ¢len
ze jmenovatele):

oy T AT Hloge %+%+1‘;i$:0+0+0:0
t5to0 10334 4 72 oo 10;6334_’_1 0r1 .

Vsechno tohle budeme chtit je§té trochu vice formalizovat, coz nas dovede k
nasledujici kapitole.

Asymptotické porovnavani funkci

Definice 46 (symboly o, O a ~). Definujeme ndsledujici symboly oznacugici
asymptotické vztahy funkct

f(z)

e f(x) =o(g(x)), x — a, pokud alsll}}z@ =0, (f(x) je malé o g(x) pro x
jdouci k a),

e f(x) = O(g9(x)), * — a, pokud |f(x)| < Clg(x)|, pro néjaké 6,C > 0 a
vSechna x € P(a,0), (f(x) je velké o g(x) pro x jdouci k a),

o f(z) ~g(z), z — a, pokud li_r>n f(@) =1, (f(z) a g(x) jsou asymptoticky

9()

ekvivalentni pro x jdouci k a)

Poznamky a priklady. 1. Pri psani vijSe uvedenyjch éasto vynechdvame pro-
ménnou x (tFeba piseme f ~ g, x — a). Nékdy se rovnéz misto f = O(g)
pise f < g a f ~ g se nékdy pouzivd pokud lim f(@) € R\ {0} - tzv. slabd

a—a g(z)
ekvivalence, a pro lim M =1 se pouzivd f ~ g - tzv. silnd ekvivalence.
2. pokud f = o(g), © — a, potom f = O(g), © — a (disledek véty limita a
omezenost),
3. pokud f = O(g) a g = O(h), potom f = O(h) (vie x — a),

fi g1 .
4. pokud fi ~ g1 a fo ~ g2, potom fifs ~ gi192, a % ~ =, vex = a
2

g2
(nikoliv viak f1 + fa ~ g1 + g2),
5. f ~ g je relace ekvivalence

6. simnx ~z,e® —1~ux, 2(1 —cosx) ~ a2 (viex — 0)
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7. % = o(a®), x — 400, a > 1, logz = o(z®), x — +00, a >0

8. (Elﬁlezitij) pro T(x) = f'(a)(x—a)+ f(a) (teéna k f va) plati f(x)—T(x) =

Ciselné posloupnosti

Definice 47 (Ciselnd posloupnost). Posloupnosti budeme nazijvat zobrazeni f :
N =R (C). Misto f zpravidla piseme {a,}>2, (tedy a, = f(n)).

Piikladem posloupnosti muZe byt tfeba geometricka posloupnost {¢"}, ktera
je ekvivalentem exponencialné funkce.

Nebudeme (piedevsim pfi vypoctu limit) trvat na tom, aby byla posloupnost
definovana pro vSechna n € N, staci, aby byla definovina pro vSechna dostate¢né
velkd n (podobng, jako u limit funkei pozadujeme pouze, aby funkce byla defi-
novana na, prstencovém okoli). Napf. {m} budeme brét jako posloupnost, i
kdyz neni definovana pro n = 2.

Definice 48 (limita posloupnosti). Rikime, Ze posloupnost {a,} md limitu L €
R* (piseme lirf an, = L), pokud plati
n—-+oo

Ve>03dnyo e NVneN, n>ng:a, € U(L,¢)

Poznamky a pi¥iklady. 1. Pro funkci f : [1,400) — R (nebo jen defino-
vanou na okoli +00) miZeme definovat posloupnost a, = f(n), pak plati

lim f(z) =L = lim a, = L. Zdroveii miZeme (mnoha zpisoby)
T—+00 n—+00

posloupnost rozsirit posloupnost na funkci spliiujici f(n), émz miZeme
néekdy prevést turzeni platnd u limit funkci na limity posloupnosti.

Napriklad jsme si ukdzali dva strdazZniky pro posloupnosti, tedy tvrzeni:

pokud plati a,, < c, < b, pro vSechna dostatecné velkd n a lim a, =
n—+4oo

lim b, =L, potom lim ¢, = L.
n—-+oo n—-+4oo

Nebo (coZ je obuykle snazsi) miZeme varantu tvrzeni turzeni pro posloup-
nosti dokdzat takrka identickym zpisobemiym, jako jsme dokazovali va-
riantu pro funkce. To plati napFiklad o aritmetice limit, kterou budeme
pouzivat i pro posloupnosti. A stejné tak pro déleni nulou:

pokud a, > 0 pro vSechna dostatecné velkd n a lim a, = 0, potom
n—-+oo

1
lim — =400 (a podobné pro a,, <0 a —0).
n—+00 Ay

2. Eulerovo cislo e (které jsme definovali jako exp(1)) se obvykle definuje po-
n

moct limity posloupnosti a, = (1 + %)n Obecné plati lim (1 + E) =
n—-+4+oo n

e”, coZ by mohl bijt zpisob jak funkci exp definovat (kdybychom uméli li-
mitu spocitat bez vyuZiti této funkce). RovnéZ to ddvd vhled do toho, co
viibec funkce e® znamend.
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3. (geometrickd posloupnost) kombinaci znamgch limit z funkci (a dvou strdz-
+0o0, q>1,
niki) dostaneme lim ¢" = (1, q=1, Na pripad ¢ < —1
n—-+4oo
0, -1<g<1
st jesté pockame, i kdyZ bychom jej mohli snadno vyiesit treba z definice.

4. Bez dikazu jsme si uvedli ndsledujici zakladni limity posloupnosti:

n ! ool 1
lim L = 0, im — =0, lim {Yn=1 lim — =—.
n—+oo0 n! n—+o0 N n—r+00 n—+oo 1 e

Definice 49 (monotonni posloupnost). Posloupnost {a,} nazveme
e rostouci, pokud a,11 > a,, n €N,
e klesajici, pokud a,+1 < ap, n € N,
o neklesajici, pokud an+1 > an, n €N,
e nerostouci, pokud a,+1 < an, n € N.

Definice 50 (omezené posloupnost). Posloupnost {a,} nazveme
e shora omezenou, pokud existuje C € R, Ze a, < C, n €N
e zdola omezenou, pokud existuje C € R, Ze a,, > C, n € N

e omezenou, pokud je shora i zdola omezend (tj. existuje C € R, Ze |a,| <
C, neN).

Véta 51 (limita monotonni posloupnosti). Plati
1. Kazdd monotonni posloupnost md limitu.

2. Kazdd shora omezend neklesagici (nebo zdola omezend nerostouci) posloup-
nost konverguje.

Tato véta ma rozlicené teoretické i praktické disledky, napiiklad ¢asto po-
miize pii vypoctu limit rekurentné zadanych posloupnosti, coz jsme ilustrovali
na Fibonacciho posloupnosti a,+1 = ap, + ap—1, n > 1, a1 = a3 = 1.

Vratme se jesté ke geometrické posloupnosti pro ¢ < —1, nap¥. pro ¢ = —1
mé tvar —1,1,—1,1,.... Vidime Ze obsahuje dvé posloupnosti —1,—1,—1,...
(liché ¢leny) a 1,1,1,... (sudé ¢leny), které ziejmé limitu maji.

Definice 52 (vybrana posloupnost). Rikdme, Ze posloupnost {bi} je vybrana
posloupnost (podposloupnost) z posloupnosti a,, pokud ezistuje rostouci po-
sloupnost prirozengch ¢isel ny, takovd, Ze by, = a,, (miZeme si ji tedy piedsta-
vovat jako sloZenou funkci, vniting funkce je k — ny a vnéjsi n — a, ).

Protoze pro {nj} jako v definici vyse vzdy plati ny > k dostaneme pifmo

z definice limity posloupnosti, ze lim a, = L = lim a,, = L. Z toho
n—+00 k—+o00

pak napiiklad okamZité vidime, Ze {¢"} pro ¢ < —1 nemiZe mit limitu, protoze
liché a sudé €leny maji sice limity, ale rizné (a limita je urfena jednoznac¢né).
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Véta 53 (Bolzano-Weierstrassova). Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentni podposloupnost.

Vé&ta 54 (Heineho). Je-li funkce f definovina na P(a,d), potom je ekvivalentni

1. lim =L

r—a

)

2. pro kaZdou posloupnost {a,} C Dy \ {a} splitujici linILl a, = a, plati
n—-+0oo
lim f(a,)= L.

n—-+oo

Véta 55 (Heineho pro spojitost). Je-li funkce f definovina na U(a,d), potom
je ekvivalentni

1. f je spojitd v a,
2. pro kazdou posloupnost {a,} C Dy \ {a} spliiujici lir_irrl a, = a, plati
n—-—+0o0

lim f(an) = f(a).

n—-+o0o

Véta 56 (Bolzano-Cauchyova podminka pro posloupnosti). Pro posloupnost
{an} je ekvivalentni

1. a, je konvergentnd,
2.¥Ve>03INeNVmneN nm>N:l|a, —an| <e.

Véta 57 (Bolzano-Cauchyova podminka pro funkce). Pro funkci f je ekviva-
lentnt

1. f md v a vlastni limitu,
2.¥Ve>036>0Vx,ye€ Pa,d):|f(z)— f(z)| <e.

Definice 58 (limes superior a limes inferior). Definujeme

) lim sup{ax : k > n}, {an} shora omezend,
limsup a,, = { n—~o°
n— 00 +00, ]ZTLUJC
a
o lim inf{ay : k > n}, {an} zdola omezend,
liminf a,, = ¢ n—=o°
=0 —00, jinak.
Poznamenejme, Ze limity ve vySe uvedené definici vzdy existuji (z divodu
monotonie). Plati limsup,,_, . (—1)" = 1 aliminf, ,,(—1)" = —1. Rovnéz plati

lim a, =L < (lim sup a, = liminf a,, = L>
n— o0

n—+oo n—00
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Hlubsi vlastnosti funkci

Definice 59 (lokalni extrémy). Je li funkce f definovdna na okold bodu a, potom
Tikame, Ze f md v bod€ a

e lokalni minimum, pokud ezistuje 6 > 0, Ze plati: © € P(a,0) —

f(z) = f(a),

e lokalni maximum, pokud ezistuje 6 > 0, Ze plati: v € P(a,§) =

fz) < f(a),

e obdobné definujeme ostré lokalni minimum a ostré lokalni maximum
nahrazenim prislusné nerovnosti nerovnosti ostrou.

Véta 60 (nutna podminka pro lokalni extrém). Existuje-li f'(a) a f md v bodé
lokdlni extrém, potom f'(a) = 0.

Definice 61 (globalni extrémy). Je li funkce f definovdina na mnoziné M (tj.
M C Dy). Potom fikdme, Ze f md v bodé a € M

¢ globalni minimum vzhledem k M, pokud plati: x € M\{a} = f(z) >

f(a)7

e globalni maximum vzhledem k M, pokud plati: x € M\{a} = f(z) <

f(a)J

e obdobné definujeme ostré globalni minimum a ostré globalni maxi-
mum nahrazenim prislusné nerovnosti nerovnosti ostrou.

o Je-li M = Dy, pak cdst "vzhledem k M " zpravidla vynechdvime.

Definice 62 (spojitost na intervalu). Necht f : [a,b] — R, potom Fikdme, Ze f
je spojitd na [a,b], jestlize plati

e f je spojitd v kazdém bodé x € (a,b),
e f je zleva (resp. zprava) spojitd v b (resp. v a).

Analogicky definujeme funkce spojité ma ostatnich typech intervali (tj. (a,b),
[a,b) a (a,b]).

Mnozinu v8ech funkei spojitych na intervalu I budeme znacit C'(I).

Véta 63 (existence extrémi na intervalu). KaZdd f € C([a,b]) nabjvd (vzhle-
dem k [a,b]) globdlniho mazima i minima.

Ukézali jsme si na piikladu funkce 2® —z, z € [—1,2], jak s pomoci poslednich
dvou vét vySetfovat globalni extrémy funkci a uzavienych intervalech.

Vé&ta 64 (Darbouxova vlastnost pro spojité funkee). Je-li f € C([a,b]), potom
f([a,b]) je omezeny uzavieny interval.
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Vé&ta 65 (Darbouxova vlastnost pro C((a,b))). Je-li f € C((a,d)) ryze mono-
tonni, potom f((a,b)) je otevieny interval.

Véta 66 (spojitost inverzni funkce). Je-li f € C((a,b)) ryze monotonni, potom
=1 je spojitd (ve vsech bodech definicniho oboru).

Pomoci této véty jsme konecné splatili dluh a dokazali Vétu 24 a Vétu 25.
Dalsim dluhem je Véta 23, ktera snadno vyplyne z blizici se Véty 68.

Véta 67 (Rolleova). Je-li f € C([a,b]), a < b, f' existuje na (a,b) a f(a) =
f(b). Potom existuje £ € (a,b), Ze f'(§) = 0.

Vé&ta 68 (Lagrangeova o stiedni hodnot&). Je-li f € C([a,b]), a < b, f’ existuje

na (a,b). Potom ezistuje & € (a,b), Ze f'(§) = w.

Véta 69 (derivace a monotonie - kdysi jako Véta 23). Je-li f € C((a,b)) a
existuje-li f' na (a,b), potom:

1. pokud ' > 0 na (a,b), potom f je rostouci na (a,b),
2. pokud f' < 0 na (a,b), potom f je klesajici na (a,b),
3. pokud f' > 0 na (a,b), potom f je neklesajici na (a,b),
4. pokud " <0 na (a,b), potom [ je nerostouci na (a,b).

Poznamky a priklady. e predpoklady predchozi véty miZeme nahradit pred-
pokladem [’ existuje na (a,b) vlastni (existence vlastni derivace implikuje
spojitost)

e pokud bychon navic predpoklidali f € C([a,b]), platila by (odpovidajici)
monotonie na [a,b] (a analogicky pro (a,b] a [a,b))

o implikace (3) a (4) lze nahradit ekvivalencemi, implikace (1) a (2) vSak
ekvivalencemi nahradit nelze (pr. x3 a —2°)

o urcent intervali monotonie miuZe pomoci pii zkoumani extrémai, vrdatime-li
se k prikladu f(z) = 2® —x (tentokrdt v € R), uZ vime, Ze lokdlni extrémy
mohou bijt pouze v bodech :t% (nezjistili jsme vak, jestli to opravdu lo-
kdlni extrémy jsou). ProtoZe f'(x) = 3z — 1 plati

(@) >0 < z€ (—oo,—%)u(%,—i—oo), f(2) <0 < ze(—

s
Sk

a véta ddvd

f je rostouct na (—oo, —%) a (%,—Foo) a klesajici na (—%, %)
a podle poznamky vyse dokonce (f je spojitd na R)
f je rostouci na (—oo, —%] a [%, +00) a klesajici na [—%, %]
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To pak okamZzité ddvd, Ze —% je bodem lokdlniho mazima [ a % je bodem
lokdlniho minima f. Poznamenejme, Ze v uvaze jsme nikde nepotiebovali
1

fakt, zZe [’ = (iﬁ) = 0. Stejnd ivaha by byla moznd i kdyby derivace v

téchto bodech neezistovala.
Definice 70 (konvexni a konkavni funkce). Budeme ¥ikat, Ze funkce f je na
intervalu 1
L) - 1@

o konvexni, pokud f(y) < f(z) y—

r<y<z,

(y — x) pro kazdé x,y,z € I,

e konkduni, pokud f(y) > f(z) + M(y —x) pro kazdé x,y,z € I,

z—x
r<y<z,
e ryze konvezni, pokud f(y) < f(z)+ M(y —x) pro kaZdé x,y,z €
z—x
I, z<y<z,
o ryze konkdvni, pokud f(y) > f(x)+ %(y—m) pro kaZdé x,y,z €

I, x<y<z,

Konvexitu muzeme ekvivalentné formulovat pomoci nésledujicich podminek

f(y)—f(x)<f(z)—f(ff) r,y,z€l, x<y<z
y—x o zZ2—T ’ T 7 ’
f(z)if(z)<f(z)7f(y) Y,z €, x<y<z
z—x - z—y . 7 ’
f(y)—f(l‘)<f(2)_f(y) r,y,z€l, x<y<z
y—x o z—y T 7 7

FA=Nz+Ay) <A =N)f(z) +Af(y), zyel, 0<A<,
coz lze preformulovat jako
FOaz + Xoy) < A f(x) + /\gf(y)7 r,y €1, A, Ao >0, A+ A =1.

Alanogicky mtuzeme reformulovat konkévitu a ryzi varianty. Posledni formulace
ma piimé zobecnéni ve formeé tzv. Jansenovy nerovnosti:

Véta 71 (Jensenova nerovnost). Necht f je konvexni na intervalu I, potom pro
N
N eN, N >2, avSechna Ai,...,An € (0,1), splﬁujz’cz’Z)\i =1 plati
i=1
N N
f (Z Ai%’) < Z)\zf(mz)
i=1 i=1

a analogicky s opacnou nerovnosti pro f konkduvnd.
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Vé&ta 72 ((druha) derivace a konvexita/konkavnita). Je-li f, f" € C((a,d)) a
existuje-li f" na (a,b), potom:

1. pokud " > 0 na (a,b), potom f je ryze konvexni na (a,b),
a,b

)

2. pokud " <0 na , potom f je ryze konkdvni na (a,b),

)

(a,b)
3. pokud f"” >0 na (a,b), potom f je konvexni na (a,b),
4. pokud " <0 na (a,b), potom f je konkdvni na (a,b).

Plati podobné poznamky jako pro Vétu 69 (rozsifovani na uzaviené intervaly
a ekvivalenci p¥i neostrych nerovnostech).

Pokud f” > 0 na U(a,d) potom f’ je neklesajici na U(a,d) (a podobné pro
opafnou nerovnost). Odtud snadno dostaneme nasledujici vétu:

Véta 73 (postacujici podminka pro extrém). Necht f” existuje na Ul(a,d) a
f'(a) = 0, potom plati:

1. pokud " > 0 na U(a,d), potom [ md v a lokdlni minimum,
2. pokud f" <0 na Ul(a,d), potom f md v a lokdlni mazimum.

Piiklady: e je konvexni na R, log z je konkavni na (0,00), arctanz je kon-
vexni na (—o0, 0] a konkévni na [0, 00) ((arctanz)” = *(1-5-2%) Viimnéme si,

7e v bodé f prechézi konvexita na konkavitu, takovym bodum #ikame inflexni.

Definice 74 (inflexni bod). Rikdme, Ze a je inflexnim bodem funkce f, pokud
f'(a) existuje vlastni a ezistuje § > 0, Ze

f je konvexni na P_(a,d) a konkdvni na Py (a,d),

nebo
f je konvezni na Py (a,d) a konkdvni na P_(a,Jd).

Plati, ze pokud f”(a) existuje a a je inflexnim bodem funkce f, potom

"(a) = 0.

Definice 75. Funkci ve tvaru Ax + B nazgvdme asymptotou funkce f v +oo,
pokud plati
lim f(z)— (Az+ B) =0.

r—too

Koeficienty asymptoty (pokud existuje) spo¢itdme pomoci vzorecki

A= lim @, B= lim (f(z)— Az).

rz—t+oo I z—+o0

Napiiklad funkce f(z) = =’ g stejnou asymptotu v +ooiv —oo atoxz—1.

1422
Plati totiz

2 _
im L oy TT
r—too I ztoo 1 + 22
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. : x? — x? B L
i -1 = (T —e) = S5 =

Poznamenejme jeste, Ze pomoci ’'Hospitalova pravidla (jsou-li spliieny pied-
loklady) dostaneme vzorecek A = lirf I ().
T—r 00

Vé&ta 76 (Cauchyova o stiedni hodnotg). Je-li f,g € C([a,b]), a < b, f" a g
existuji na (a,b). Potom ezistuje £ € (a,b), Ze

F(€)(g(b) = g(a)) = g () (f(b) — f(a)).

Jako disledek Véty 76 jsme si dokazali jednu ¢ast I’Hospitalova pravidla
(Véta 45). Na zavér jesté jednu vétu, kterou jsme dokazali pravé jako duasledek
I’Hospitalova pravidla:

Véta 77. Necht | je spojitd zprava (resp. spojitd zleva) v bodé a a necht existuje
limita 1im+ f'(z) =L (resp. lim f'(x) = L). Potom f (a) = L (resp. f' (a) =
T—a T—a—

L)

Taylorovy polynomy
Definice 78 (tetna funkce). Necht ezistuje f'(a) € R potom funkci
Tos(x) = f(a) + f'(a)(x — a)
nazyvdme te¢nou funkce f v bodé a.
Uz dfive jsme si spocitali, Ze
fx) = Tof(z) =0(x —a), z—a.

Pokud bychom chtéli jemné&jsi aproximaci (fadu o((x—a)™)) musime se (obecné)
uchylit k polynomum vyssiho fadu, coz je jedna z cest k nésledujici definici:

Definice 79 (Taylorav polynom). Necht ezistuje ™ (a) € R (nebo, ekviva-
lentne, existuji f*) € R, k=1,...,n). Potom definujeme polynom

"(a *) (g
2e@) = F@) + @)+ DD O gy LD

") (g
— @)+ D gy

a nazyvdme ho Tayloriv polynom funkce f stupné n se stiedem v bod€ a.

Spocitali jsme uzitecnou rovnost (7' f)’ = T;;,l, ktera (ndsobnym pouZitim
a dosazenim hodnoty a) dava

( rﬁf)(k) :T(Z,_c(i)v a f,f)(k)(a):f(k)(a)’ k <n.
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Véta 80 (Peantv tvar zbytku). Plati f(z) —T7 ((z) = o((z — a)"), * — a.

Vyraz R} () = f(z) — T, ;(x) nazyvame zbytkem Taylorova polynomu
17 (), predchozi vétu lze tedy zformulovat ve tvaru Ry ;(z) = o((x — a)"),
T — a.

Tento kvalitatavni vysledek ma pro nas nésledujici dva disledky:

Véta 81. (jemnéjsi podminky pro extrémy)
1. Necht f®)(a) =0, k=1,...,2n — 1, potom plati:
e je-li f?™)(a) >0, pak md f v a (ostré) lokdlni minimum,
e je-li ") (a) <0, pak md f v a (ostré) lokdlni mazimum.

2. Necht f()(a) =0, k =1,...,2n. Pokud f®"+1(a) # 0, potom f nemd v
a lokdlni extrém.

Druhym dualedkem Véty 80 je nasledujici trik pfi vypoctu limit: necht Ty
existuje, potom plati

o m = lim f@) - T(xf fxi): Tes(@)
<o (G5 )
 lim S+t AL

za piedpokladu, 7e limita napravo existuje. To nastéva, pokud f¥(a) =0, k =
0,....,n—1,t. T;) () = %(w—a)".

Takovy vypocet limity je vlastné totéz, jako bychom n-krat pouzili I’'Hospitalovo
pravidlo, nicméné vyhodou vyse uvedeného piistupu je, ze koeficienty Taylorova
polynomu casto zjistime i snadnéji, nez pracnym derivovanim.

7 definice jsme odvodili nasledujici Taylorovy polynomy:

o T
TP () = ”ZF’
k=1
, _— no g2kl
TO,Zinle(x) = T075‘Linhw(x) = Z m’
k=1 ’
- , n g2k
TO,Coshz(x) = TO,coshw(x) =1+ Z (2]9)',
k=1 ’
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n 2k—1

T5ine(@) = Tona(®) = 2 (D" .
k=1 '

2n+1 _ m2n —
T‘O,cosa:(x) - TO,cosx(x) =1+ kZ:l(*l) (Tk)!,

n — k
Moo () = S

Véta 82 (Lagrangeuv a Cauchytv tvar zbytku). Necht f) ezistuje a je spojitd
na otevieném nadintervalu intervalu [a,x], a < x, a necht ftD) egistuje na
(a,x). Potom

o cuistuje £ € (a,x) takové, Ze

_ )

(n+1)! !

f(z) — Tafn(x) (x—a ,  (Lagrangeiv tvar)

o cuistuje £ € (a,x) takové, Ze

_ )

f(z) =TI, (2) — (@ = &)"(z —a), (Cauchyiv tvar)

’ n!

Na zavér se jesté podivame na vypocet Taylorovych polynomii, méjme dvé
funkce f a g a jejich Taylorovy polynomy 2. stupné v bodé a:

Tf,f(ﬂc)Zf(a>+f'(a>($—a)+@(x_“)2 a T2,(x) = g(a)+¢'(a)(w—a)+”

Potom

T2, () - 12, (@) = (fa) + F@)@ - )+ LD~ 0)?) - (9() + g (@~ a) +

= f(a)g(a) + (f(a)g'(a) + f'(a)g(a))(z — a)
fla)g"(a) +2f(a)g(a) + f"(a)g(a)

+ : (2= a + ol(w — 0)?)

= (f- )@+ (7 oV @ — )+ LD o2 s o - )
= T2 (o) +of (5 — ).

Ve ¢lenu o (z —a)?) (v8ude bereme z — a) se schovaly viechny mocniny (x —a)*

pro k > 2. Polynom T7 ; (z) tedy dostaneme vynasobenim T7 ;(x) a T, ,(z) a

gkrtnutim vSech mocnin (x — a)* pro k > 2. Postup funguje obecné, tj.

anp (@) T34 (2) = Tg 1.y (x) + o((z — a)").
Podobné muzeme postupovat o pro slozeni g o f, kde dostaneme

T}l(a)yg °© T:,f = T(Zgof +o((z —a)").
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Napiiklad jsme spocitali
,e¥

2
T0615in432(x) = .734 o §x6 a T4 4 = 1 + .I‘4.

sin? x

Odtud tfeba snadno vidime lim =1.

x—0 ew4 -1
Urcité integraly
Definice 83. Rikdme, Ze funkce f je omezend na mnozing M C Dy, pokud je

mnozina f(M) = {f(z) : © € M} omezend. Podobné definujeme shora a zdola
omezené funkce.

Definice 84 (dé&leni intervalu). Bud [a,b] interval, —oo < a < b < 00, uspo-
Fadanou (n + 1)-tici bodi xo,...,x, nazveme délenim intervalu [a,b] pokud
a=x9<x1 < - <z =b. Body x; nazyvame délicimi body déleni D. MnoZinu
vSech déleni intervalu [a,b] znacime D ([a,b]).

Necht f je omezena funkce na intervalu [a,b] a D = {z;}I, € D([a,b]),
potom budeme znagcit

mp = me[zi;fl:{k+1] flz) =inf{f(z) : x € [xk, Tpt1]},
MY = sup  f(z) = sup{f(2) : x € [wg, xps1]}-

TE[Tk, Tht1]

Horni index D budeme, nebude-li hrozit nedorozuméni, zpravidla vynechéavat
Rovnéz budeme definovat m = inf f(z) a M = sup f(x).
z€la,b] z€a,b]

Definice 85 (horni a dolni soucty). Necht f je omezend funkce na intervalu
[a,b] a D € D([a,b]). Definujeme horni a dolni (riemannovské) souéty funkce
f vzhledem k déleni D jako

n—1
S(f,D) = M- (w1 — xx)
k=0

n—1
s(f,D) =Y mp - (w1 — ax).
k=0

Zakladnim typem dé&leni je takzvané ekvidistantni déleni, kdy interval

. —Qa

[a,b] rozdélime na n intervalu délky , v tom piipadd mame x, = a +
k
—(b—a), k = 0,...n. Zvazme napfiiklad funkci f(z) = z na intervalu [0, 1],
n

k
ekvidistantni déleni mé v tomto p¥ipadé tvar xy = —, k = 0,...,n. Dale mame

n
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my = f(zg) = 5 a M, =2z, =51 kE=0,...,n— 1. Odtud dostaneme

n

n—1 n—1
E o1 1 1 (n—1)n
D)= o= mlhs
k=0

n—1
k+1 1 n(n+1
S(f,D) = T-g—nQZkz—i—l (2)
k=0 k=0

Definice 86 (Riemanniv integral). Necht f je omezend funkce na intervalu
[a,b], definujeme horni Riemanniv integral funkce f od a do b jako

b
/ (@) dz = inf{S(f, D) : D € D(a,8])}.

a dolni Riemanniv integral funkce f od a do b jako

b
/ f(z) dz = sup{s(f, D) : D € D([a,b])}

na intervaluy ] (znaczme f € %R([a,b])). Spoleénou hodnotu pak nazjvime
Riemannovym integralem funkce f od a do b a znacime

R) / f(z) do

Budeme li pokracovat v piikladu vyse, dostavame (pro ekvidistantni déleni)
pro n — oo

Pokud fbf () d fbf dx Tikdme, Ze [ je riemannovsky integrovatelnd
[a,

1l (n—1n 1 I nm+1) 1
s(f,D)—n2 5 —g a S(f,D)_n2 5 =5
Tedy / 5 / f.- Rovnéz mame
1 (n=—1n _1 1nn+1) _ 1
= <= T 2

Tedy specialné s(f, D) < % < S(f,D) (pro ekvidistantni déleni i pfi rizném

poctu délicich bodi). Pokud by nerovnost s(f, D) < S(f,D’) platila pro libo-

1

volnou dvojici déleni D a D', pak bychom uZ dostali rovnost / f= / f= 3
JO 0

a tedy i existenci Reimannova integralu (s hodnotou ).

Definice 87 (zjemnéni a norma déleni). Pro déleni D € ©([a,b]) s délicimi body
X, - - - Ty definujeme normu déleni D (zn. |D|) jako _nax 1(x¢+1 — ;).

Jsou-li D,D" € D([a,b]), Fikime, Ze D' je zjemndnim D pokud vSechny
delici body D jsou zdrover délicimi body D’.
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Véta 88 (vlastnosti déleni). Necht f je omezend na intervalu [a,b] a necht
D, D’ € ©([a,b]) potom

1. pokud D' je zjemnénim D, pak
s(f,D) < s(f,D') < S(f,D') < S(f,D),

b b
2. s(f,D) < S(f,D), specidlné/ f(z) dz S/ f(z) dzx
Véta 89 (nutni a postacujici podminka existence Riemannova integralu). Pro
funkei f : [a,b] — R plati
feR(a,b]) < VYe>03D cD([a,b]): S(f,D) —s(f,D) <e.

Véta 90 (monoténnie a Riemannuav integral). Je-li f monoténni na |a,b], po-
tom plati f € R([a,b]).

Véta 91 (stejnomérna spojitost spojitych funkei). Je-li f spojitd na [a,b] potom
plati

Ve>036>0Vz,y€la,b]:|z—yl<d = |f(z)— fly) <e.

Funkce spliiujici vlastnost z vySe uvedendé véty se nazyvaji stejnomérné
spojité.

Véta 92 (spojitost a Riemannuv integral). Je-li f spojitd na [a,b], potom plati
f e R([a, b))

Véta 93 (vlastnosti Riemannova inregralu). Plati ndsledujici:

1. necht f, g € R([a,b]), f < g na [a,b], protom

/abf(x) dx < /abg(x) dz,

2. je-li f,g € R([a,b]) a o € R, potom i [+ g,af € R([a,b]) a plati

/abf(w)Jrg(f”)d”f/abf(x)der/abg(x)de a /abozf(x)dxa/abf(:r)dx,

3. je-li f € R([a,b]) potom i |f| € R([a,b]) a plati

/abf(x) dx

4. necht f € R([a,b]), pokud f = g na [a,b] aZ na koneéné mnoho bodi,
potom g € R([a,b]) a plati

/ " ) da = / ' o) da,
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5. je-li f € R([a,b]) a f € R([b,c]), potom f € R([a,c]) a plati

/:f(z) dz_/abf(a:) d:z:+/bcf(x) da.

Véta 94 (zavislost integralu na horni mezi). Necht pro f : (a,b) — R, a,b € R*
plati, Ze [ € R([a, B]) pro kazdy interval [o, 5] C (a,b). Zvolme ¢ € (a,b) a
poloZme

F(z) = /w f(z) dx.
Potom
1. F je spojitd na (a,b),
2. je-li f spojitd v bodé y, potom F'(y) existuje a plati F'(y) = f(y).
Véta 95 (spojitost a primitivni funkce). Plati nddledujici:

1. necht f je spojitd na intervalu (a,b), a,b € R*, a < b, potom f md na
(a,b) primitivng funkci,

2. necht f je spojitd na intervalu [a,b] a necht F' je primitivng funkce k f na
(a,b), potom

b
(R)/ f(z)dx = lim F(z)— lm F(zx)

z—b— r—a+
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