
Neformální úvod

V £em spo£ívá matematické poznání?

P°íklady. 1. Není-li n d¥litelné t°emi, potom existuje k, ºe platí n = 3k+1,
nebo n = 3k + 2.

2. Je-li n2 d¥litelné t°emi, potom je n d¥litelné t°emi.

3.
√

3 není racionální

Výrok bude pro nás kaºdé vyjád°ení, o kterém lze jednozna£n¥ °íci, ºe je bu¤
pravda, nebo nepravda. To ºe je výrok pravda budeme £asto zkrácen¥ ozna£ovat
£íslicí 1 a to, ºe je nepravda, £íslicí 0.

Vyjád°eno podrobn¥ji, musí tedy výroky spl¬ovat následující dv¥ pravidla
(zákony):

� výrok nem·ºe být zárove« pravda i nepravda (zákon sporu),

� výrok nem·ºne nabývat jiné hodnoty, neº je pravda nebo nepravda (zákon
vylou£eného t°etího).

Z výrok· m·ºeme vytvá°et výroky nové pomocí logických spojek (operací)
¬ (negace, opak), ∧ (konjunkce, logické a), ∨ (disjunkce, logické nebo), =⇒
(implikace), ⇐⇒ (ekvivalence). Tyto spojky jsou zadány (de�novány) pravdi-
vostními tabulkami:

A B ¬A A ∧B A ∨B A =⇒ B A ⇐⇒ B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Na procvi£ení: ve skute£nosti si vysta£íme jen se spojkami ¬ a =⇒ , A∨B
m·ºeme vyjád°it jako (¬A) =⇒ B, A∧B jako ¬(A =⇒ (¬B)) a s její pomocí
pak A ⇐⇒ B jako (A =⇒ B) ∧ (B =⇒ A).

P°íklady. Podívejme se je²t¥ na následující výroky (a jejich pravd¥podobnostní
tabulky):

A B ¬A ¬B (¬B) =⇒ (¬A) A ∧ (¬B) ¬(A ∧ (¬B))
1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1

Hodnoty v pátem a sedmém spoupci se nápadn¥ podobají hodnotám pro A =⇒
B. Jde o alternativní vyjád°ení implikace, které ozna£ujeme jako nep°ímý d·kaz
(pátý sloupec) a d·kaz sporem (sedmý sloupec).
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Výroková funkce je p°i°azení výroku prvk·m z n¥jaké skupiny objekt·
(de�ni£ního oboru). Jde tedy o výrok závislý na parametru (skupin¥ parametr·
- tzv. prom¥nných). Tyto prom¥nné m·ºeme kvanti�kovat pomocí kvanti�ká-
tor·:

� existen£ního (malého) kvanti�kátoru, který zapisujeme symbolem ∃ a
£teme existuje, tj. nap°íklad ∃n ∈ N : n > 4 £teme jako existuje n z N, ºe
n > 4

� univerzálního (obecného, velkého) který zapisujeme symbolem ∀ a £teme
pro v²echna, tj. nap°íklad ∀n ∈ N : n > 4 £teme pro v²echna n z N platí,
ºe n > 4

Výrok z kvanti�kátory pak budeme nazývat výrokovou formou. Negaci
takových výrok· ur£ujeme podle následujících pravidel:

� (¬(∃x ∈ X : A(x))) ⇐⇒ (∀x ∈ X : ¬A(x))

� (¬(∃x ∈ X : A(x))) ⇐⇒ (∀x ∈ X : ¬A(x))

Negaci výrokových forem s více kvanti�kátory pak negujeme postupn¥ apliko-
váním pravidel vý²e.

P°íklad. Negace výroku

∀x ∈ R ∃n ∈ N : n > x

je výrok
∃x ∈ R ∀n ∈ N : n ≤ x

Poznamenejme je²t¥, ºe (obecn¥) záleºí na po°adí kvanti�kátor·, nap°íklad
výroky

∀x ∈ R ∃n ∈ N : n > x

a
∃x ∈ R ∀n ∈ N : n > x

mají jiný význam (zárove¬ první je pravda a druhý nepravda). Jediný p°ípad,
kdy m·ºeme (obecn¥) po°adí kvanti�kátor· zam¥nit je, kdyº máme vedle sebe
dva nebo více kvanti�kátor· stejného typu.

Chceme-li dokázat výrok (výrokovou formu) typu

∀n ∈ N, n ≥ n0 : A(n)

m·ºeme pouºít d·kaz indukcí. V n¥m postupujeme ve dvou krocích:

1. ov¥°íme platnost výroku A(n0) (po£áte£ní krok),

2. pro kaºdé n ≥ n0 dokáºeme implikaci A(n) =⇒ A(n+ 1) (induk£ní krok,
p°edpoklad, ºe je A(n) ravda nazýváme induk£ní p°edpoklad)

P°íklad. Pro v²echna n ∈ N platí n ≤ 2n.

Poznamenejme, ºe to, co jsme nazvali matematickou indukcí bývá také (p°es-
n¥ji) nazýváno slabou matematickou indukcí, v p°ípad¥ silné matematické in-
dukce pak nahrazujeme induk£ní p°edpoklad pravdivosti A(n) p°edpokladem
pravdivosti A(n0), . . . , A(n).
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�íselné obory, základní vlastnosti reálných £ísel
(uº o n¥co formáln¥ji)

Pojem mnoºina jsme de�novali jako soubor prvk·, které jsou ur£eny bu¤
vý£tem, nebo n¥jakou spole£nou vlastností (problémy s tím spojené budeme
diskutovat pozd¥ji). De�novali jsme kartézský sou£in mnoºin M a N nako

{(m,n) : m ∈M, n ∈ N}.

Binární operaci na mnoºin¥M jsme de�novali jako p°i°azení prvku z mno-
ºiniM prvk·m z mnoºinyM×M .Binární relaci na mnoºin¥M jsme de�novali
jako podmnoºinu M ×M .

P°íklady. P°íkladem binárních operací jsou nap°íklad + a · (na p°irozených,
celých, racionálních, reálných £íslech apod.). P°íkladem relace m·ºe být =, nebo
< (na stejných mnoºinách).

Za£ali jsme diskuzi operací + a · (na p°irozených, celých, racionálních, reál-
ných £íslech ap.) a jejich r·zných vlastností:

1. x+ (y + z) = (x+ y) + z (asociativita +)

2. x+ y = y + x (komutativita +)

3. x+ 0 = x (neutralita 0 vzhledem k +)

4. existuje −x pro které platí x+ (−x) = 0 (existence inverzního prvku pro
+)

5. x · (y · z) = (x · y) · z (asociativita ·)

6. x · y = y · x (komutativita ·)

7. x · 1 = x (neutralita 1 vzhledem k ·)

8. pokud x 6= 0, potom existuje x−1, pro které platí x · x−1 = 1 (existence
inverzního prvku vzhledem k ·)

9. (x+ y) · z = x · z + y · z (distributivita)

P°íklady. 1. Pokud operace + a · na mnoºin¥ {0, 1} spl¬ují podmínky 1.−9.,
potom uº nutn¥

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0,

a
0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

Dostameme tak tzv. t¥leso Z2.
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2. Pro dvojice (a, b), (c, d) ∈ Z× (Z \ {0}) de�nujeme operace ⊕ a � jako

(a, b)⊕ (c, d) = (a · d+ b · c, b · d), (a, b)� (c, d) = (a · c, b · d)

Pokud ztotoºníme dvojice do skupin (t°íd ekvivalence) podle relace a · d =
b · c dostaneme racionální £ísla.

3. Pro dvojice (a, b), (c, d) ∈ R× R de�nujeme operace ⊕ a � jako

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)� (c, d) = (a · c− b · d, a · d+ b · c).

Poloºením i = (0, 1) dostáváme i2 = (−1, 0). Takto dostaneme klasická
komplexní £ísla.

Na procvi£ení. Zkuste sami ov¥°it ºe vý²e uvedené p°íklady jsou t¥lesa. Jak v
nich vypadají prvky 0 a 1 a jaký tvar mají inverzní prvky?

De�nice 1 (t¥leso). Uspo°ádaná p¥tice (T,+, ·, 0, 1) se nazývá t¥leso, pokud
T je mnoºina, 0 6= 1 prvky T a + a · operace na T takové, ºe pro v²echna
x, y, z ∈ T platí:

1. x+ y = y + x (komutativita +)

2. x · y = y · x (komutativita ·)

3. x+ (y + z) = (x+ y) + z (asociativita +)

4. x · (y · z) = (x · y) · z (asociativita ·)

5. x+ 0 = x (neutralita 0 vzhledem k +)

6. x · 1 = x (neutralita 1 vzhledem k ·)

7. existuje −x ∈ T pro které platí x + (−x) = 0 (existence inverzního prvku
pro +)

8. pokud x 6= 0, potom existuje x−1 ∈ T , pro které platí x ·x−1 = 1 (existence
inverzního prvku vzhledem k ·)

9. (x+ y) · z = x · z + y · z (distributivita)

De�nice 2 (ostré lineární uspo°ádání). Relaci < na mnoºin¥ M nazveme ost-
rým lineárním (úplným) uspo°ádáním na M , pokud pro kaºdé x, y, z ∈M platí

1. x < y, x > y nebo x = y,

2. pokud x < y a y < z, potom x < z,

3. neplatí x < x.

Místo ostré lineární uspo°ádání budeme zpravidla °íkat jednodu²e uspo°á-
dání (jiné varianty uspo°ádáni nebudeme de�novat).
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P°íklady. T¥lesy jsou nap°íklad Q, R a C s obyklými operacemi + a · a také
Zp se s£ítáním a násobením modulo p pro p prvo£íslo.

De�nice 3 (uspo°ádané t¥leso). �estici (T,+, ·, 0, 1, <), kde (T,+, ·, 0, 1) je
t¥leso a < je uspo°ádání na T , nazveme uspo°ádaným t¥lesem, pokud pro v²echna
x, y, z ∈ T platí

1. pokud x < y, potom x+ z < y + z,

2. pokud x < y a z > 0, potom x · z < y · z.

P°íklady. Q je uspo°ádané t¥leso, Z2 ani C nejsou.

De�nice 4 (omezená mnoºina, sup, inf). Nech´ (T,+, ·, 0, 1, <), kde (T,+, ·, 0, 1)
je uspo°ádané t¥leso a M ⊂ T . Prvek x ∈ T nazýváme

1. horní závorou mnoºiny M , pokud pro kaºdé y ∈M platí y ≤ x

2. dolní závorou mnoºiny M , pokud pro kaºdé y ∈M platí y ≥ x

3. supremem mnoºiny M , pokud pro kaºdé y horní závoru M platí y ≥ x,

4. in�mem mnoºiny M , pokud pro kaºdé y dolní závoru M platí y ≤ x,

Mnoºinu M nazýváme zdola (shora) omezenou, pokud má n¥jakou dolní (horní)
závoru, M nazveme omezenou, pokud je zdola i shora omezená.

Reálná £ísla (zna£íme R) jsou (aº na izomor�zmus) jednozna£n¥ ur£ené uspo-
°ádané t¥leso T s následující vlastností: kaºdá neprázdná shora omezená pod-
mnoºina T má (v T ) supremum (axiom suprema).

Poznámky a p°íklady. 1. To, ºe x je supremem mnoºiny M m·ºeme al-
ternativn¥ vyjád°it následovn¥:

� x je horní závora M a

� pro kaºdé ε > 0 existuje y ∈M takové, ºe y > x− ε

P°íklad: sup(0, 1) = 1.

2. Pro kaºdé x ∈ R existuje n ∈ Z takové, ºe n ≤ x < n + 1. Toto n (jed-
nozna£n¥ ur£ené) zazýváme (dolní) celou £ástí x a zna£íme bxc. Pomocí
pojmu suprema toto £íslo de�nujeme následovn¥: nech´

M = {n ∈ Z : n ≤ x}, a s = supM.

Potom (podle p°edchozí poznámky - pro ε = 1) dostaneme, ºe existuje
n ∈ M spl¬ující n > s − 1. Protoºe n ∈ M , máme n ≤ x a pokud by
platilo n+ 1 ≤ x (tj. neplatilo x < n+ 1) potom musí platit n+ 1 ∈M a
tedy n+ 1 ≤ s (s je horní závora M), coº je ale ve sporu s volbou n. Pak
uº jen poloºíme bxc = n.
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3. Existuje (jednozna£n¥ ur£ené) s ∈ R, s ≥ 0, pro které platí s2 = 3 - tedy
zkrácen¥ °e£eno

√
3 ∈ R (jak uº víme, takové x neexistuje v Q). Toto s

de�nujeme p°edpisem

s = sup{y ≥ 0 : yn < x}.

Podle de�nice uspo°ádání musí platit (práv¥) jedna z moºností s2 < 3,
s2 > 3, nebo s2 = 3. Pokud by platila první nebo druhá moºnost, pak pro
dostate£n¥ malé ε > 0 bude platit nerovnost (s+ ε)2 < 3 (resp, (s− ε)2 >
3), coº je v obou p°ípadech ve sporu s de�nicí suprema. Musí tedy platit
poslední moºnost s2 = 3.

4. Podobným zp·sobem jako v p°edchozím p°ípad¥ m·ºeme de�novat n-tou
odmocninu z libovolného x ∈ R, x ≥ 0 (zna£íme x

1
n nebo n

√
x) a to p°ed-

pisem
x

1
n = sup{y ≥ 0 : yn < x}.

V¥ta 5 (Archimedova vlastnost R). Je-li x ∈ R, pak existuje n ∈ N takové, ºe
n > x.

V¥ta 6 (hustota Q a R \ Q v R). Pro kaºdá a, b ∈ R, a < b, existuje p ∈ Q
takové, ºe platí a < p < b. Zárove¬ existuje q ∈ R\Q takové, ºe platí a < q < b.

V¥ta 7 (o existenci in�ma). Kaºdá neprázdná zdola omezená podmnoºina R
má in�mum.

Mnoºiny a zobrazení

Mnoºiny zadáváme vý£tem - {}, {3, 1−i} apod. - nebo ve tvaru {x ∈ X : ϕ(x)},
kde ϕ je výroková funkce na mnoºin¥ X. Budeme pouºívat následující zna£ení:

� (A ⊆ B) ⇐⇒ (∀x ∈ A : x ∈ B) (A je podmnoºinou B),

� (A = B) ⇐⇒ ((A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A)) (A je rovná B),

� A ∩B = {x ∈ A : x ∈ B} (pr·nik A s B),

� A \B = {x ∈ A : x /∈ B} (dopln¥k B v A),

� A ∪ B = {x ∈ X : (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)} (sjednocení A a B), kde X je
mnoºina, A,B ⊆ X.

Platí (de Morganovy vzorce)

� X \ (A ∪B) = (X \A) ∩ (X \B),

� X \ (A ∩B) = (X \A) ∪ (X \B).

Budeme pouºívat i
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�

⋃
α∈A

Mα = {x ∈ X : ∃α ∈ A : x ∈Mα},

�

⋂
α∈A

Mα = {x ∈ X : ∀α ∈ A : x ∈Mα},

kde {Mα}α∈A je systém podmnoºín X (indexovaný mnoºinou A). Op¥t platí

� X \

(⋃
α∈A

Mα

)
=
⋂
α∈A

(X \Mα),

� X \

(⋂
α∈A

Mα

)
=
⋃
α∈A

(X \Mα).

Podmnoºinu F ⊆ X × Y budeme nazývat zobrazením z X do Y (zkrácen¥
pí²eme F : X → Y ) pokud

� ∀x ∈ X ∃y ∈ Y : (x, y) ∈ F ,

� ∀(x, y) ∈ F ∀(u, v) ∈ F : (x = y) =⇒ (u = v).

Místo (x, y) ∈ F pí²eme F (x) = y. Mnoºinu X nazýváme de�ni£ním oborem

zobrazení F (zna£íme DF ), mnoºinu RF = {y ∈ Y : ∃x ∈ X : F (x) = y}
nazýváme oborem hodnot F . Je-li F : X → Y °íkáme, ºe je F

� z X na Y , pokud ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : F (x) = y (zna£íme téº F : X
na→ Y ),

� prosté, pokud ∀x ∈ X ∀z ∈ X : (x 6= z) =⇒ (F (x) 6= F (z)).

Je-li F : X → Y prosté a na de�nujeme inverzní zobrazení F−1 : Y → X
p°edpisem F−1(y) = x ⇐⇒ F (x) = y.

Pro zobrazení F : X → Y a G : Z → W , kde RF ⊂ Z de�nujeme sloºené
zobrazení G ◦ F : X →W p°edpisem G ◦ F (x) = G(F (x)), x ∈ X.

Na procvi£ení. Platí (F−1)−1 = F a F−1 ◦ F (x) = x.

Spojitost a limita funkcí jedné reálné prom¥nné

Reálnou (komplexní) funkcí jedné reálné prom¥nné budeme rozum¥t zobra-
zení f : R→ R (f : R→ C). Budeme pouºívat obvyklé zna£ení interval·, nap°.
(a, b] = {z ∈ R : a < x ≤ b} a rovn¥º zna£ení |x| = max{−x, x}, x ∈ R. Platí

|x+ y| ≤ |x|+ |y|, (trojúhelníková nerovnost).

De�nice 8 (okolí a prstencové okolí). Pro a ∈ R a δ > 0 de�nujeme mnoºiny

U(a, δ) = (a− δ, a+ δ) = {x ∈ R : |x− a| < δ},
P (a, δ) = U(a, δ) \ {a} = {x ∈ R : 0 < |x− a| < δ}

a nazýváme je okolí a prstencové okolí bodu a s polom¥rem δ.
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De�nice 9 (limita a spojitost funkce - £ást 1). Nech´ f je reálná funkce de�-
novaná na n¥jakém okolí bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f je spojitá v bod¥ a, pokud
platí:

(S) ∀ε > 0 ∃δ > 0;∀x ∈ R : |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Nech´ f je de�nována na n¥jakém prstencovém okolí bodu a ∈ R. �íkáme,
ºe f má v bod¥ a limitu L ∈ R (pí²eme lim

x→a
f(x) = L), pokud platí:

(L) ∀ε > 0 ∃δ > 0;∀x ∈ R : 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí

(L) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ U(L, ε)

⇐⇒ ∃C > 0 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : |f(x)− L| < Cε.

Analogicky pro výrok (S).

2. (jednozna£nost limity)((
lim
x→a

f(x) = L
)
∧
(

lim
x→a

f(x) = M
))

=⇒ (L = M).

3. Je-li f de�nována na okolí bodu a ∈ R, potom

(f je spojitá v a) ⇐⇒
(

lim
x→a

f(x) = f(a)
)

4. (extrémn¥ d·leºitá) Pokud ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) = g(x) a L ∈ R,
potom (

lim
x→a

f(x) = L
)
⇐⇒

(
lim
x→a

g(x) = L
)
.

5. Pro A,B ∈ R je funkce f(x) = Ax+B spojitá ve v²ech bodech R.

6. De�nujme (tzv. Dirichletovu funkci)

f(x) =

{
1 : x ∈ Q,
0 : x ∈ R \Q.

Potom f je nespojitá ve v²ech bodech mnoºiny R. Na rozmy²lenou: f nemá
limitu v ºádném bod¥ mnoºiny R.

7. lim
x→a

x2 − a2

x− a
= lim
x→a

x+ a = 2a.

Lemma 10 (limita a omezenost). Pokud lim
x→a

f(x) = L, potom

1. ∃C > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : |f(x)| < C,
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2. pokud L 6= 0 potom ∃D > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) :
1

|f(x)|
< D,

V¥ta 11 (aritmetika limit - verze 1). Je-li lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

g(x) = B,
potom:

1. lim
x→a

f(x) + g(x) = A+B,

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = A ·B,

3. pokud B 6= 0, pak lim
x→a

f(x)

g(x)
=
A

B

D·sledek 12 (aritmetika spojitosti). Nech´ f a g jsou spojité v bod¥ a, potom
i funkce f + g a f · g jsou spojité v a. Je-li navíc g(a) 6= 0 potom je v a spojitá
i funkce f

g .

P°íklady. Jsou-li P a Q polynomy, potom platí

lim
x→a

P (x)

Q(x)
=
P (a)

Q(a)

za p°edpokladu, ºe a není ko°enem Q. Speciálné platí, ºe (racionální) funkce
P

Q
je spojitá ve v²ech bodech R krom¥ ko°en· Q.

Jak ale nap°íklad spo£ítat limitu lim
x→a

x2 · sin 1

x
? Jde sice o sou£in, ale arit-

metiku limit nelze pouºít.

V¥ta 13 (o dvou stráºnících). Nech´ pro funkce f , g a h platí následující pod-
mínky:

� lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L,

� ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : g(x) ≤ (x) ≤ h(x).

Potom lim
x→a

f(x) = L.

P°íklad. Limitu z p°edchozího p°íkladu uº te¤ spo£ítáme snadno, platí totiº

−x2 ≤ x2 · sin 1

x
≤ x2, x ∈ R \ {0},

a protoºe lim
x→0
−x2 = lim

x→0
x2 = 0 dostáváme, ºe lim

x→0
x2 · sin 1

x
= 0.

Pozd¥ji v pr·b¥hu semestru si ukáºeme, ºe platí limita lim
x→0

sinx

x
= 1 (a je²t¥

mnohem pozd¥ji, ºe funkce sin exsituje). Co kdybychom ale cht¥li spo£ítat limitu

lim
x→0

sin(f(x))

f(x)
, kde f je funkce z minulého p°íkladu?
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V¥ta 14 (limita sloºené funkce). Nech´ platí lim
x→A

f(x) = B a lim
x→B

g(x) = C.

P°edpokládejme navíc, ºe platí alespo¬ jedna z následujících podmínek:

(S) g je spojitá v bod¥ B,

(P) ∃δ > 0 ∀x ∈ P (A, δ) : f(x) 6= B.

Potom lim
x→A

g ◦ f(x) = C.

Tzv. známé limity:

lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1.

Z nich pak lze odvodit dal²í tzv. známé limity:

lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
, lim

x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

arctanx

x
= 1

lim
x→1

log x

x− 1
= 1,

(
alternativn¥ lim

x→0

log(x+ 1)

x
= 1

)
De�nice 15 (jednostranné okolí). Pro a ∈ R a δ > 0 de�nujeme levé a pravé

okolí bodu a s polom¥rem δ jako

U−(a, δ) = (a− δ, a], U+(a, δ) = [a, a+ δ).

Rovn¥º de�nujeme levé a pravé prstencové okolí bodu a s polom¥rem δ jako

P−(a, δ) = (a− δ, a), P+(a, δ) = (a, a+ δ).

De�nice 16 (jednostranná spojitost a limita funkce). �íkáme, ºe f je zleva,

resp. zprava spojitá v bod¥ a, pokud platí následující výroky:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : x ∈ U−(a, δ) =⇒ f(a) ∈ U(L, ε),

resp.
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : x ∈ U+(a, δ) =⇒ f(a) ∈ U(L, ε).

�íkáme, ºe f má v bod¥ a ∈ R (jednostranou) limitu L ∈ R zleva, resp.

zprava, (pí²eme lim
x→a−

f(x) = L, resp. lim
x→a+

f(x) = L ), pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : x ∈ P−(a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε),

resp.
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : x ∈ P+(a, δ) =⇒ f(x) ∈ U(L, ε).

Poznámky a p°íklady. 1. Pro práci s jednostrannými limitami platí stejná
pravidla jako pro (oboustranné) limity (poznámky (1)-(4) a aritmetika li-
mit)
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2. Platí
(

lim
x→a

f(x)
)
⇐⇒

[(
lim
x→a−

f(x)

)
∧
(

lim
x→a+

f(x)

)]
.

3. Pro funkci

sgnx =


1 : x > 0

0 : x = 0

−1 : x < 0

platí lim
x→0±

sgnx = ±1, speciáln¥, oboustranná limita neexistuje.

4. lim
x→0±

√
x2 + x4

x
= ±1.

Derivace

De�nice 17. Derivaci funkce f v bod¥ a de�nujeme jako hodnotu

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
,

pokud limita napravo existuje. Podobn¥ de�nujeme derivaci zleva, resp. zprava,
jako

f ′−(a) = lim
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
, resp. f ′+(a) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí

(f ′(a) = L) ⇐⇒ ((f ′−(a) = L) ∧ (f ′−(a) = L)).

2. Obvykle pouºíváme (nep°esný) zápis typu

(x)′, (x2)′, (sinx)′, (ex)′, apod.

3. � (x)′ = 1, (x2)′ = 2x a obecn¥ (xn)′ = nxn−1, n ∈ N, x ∈ R,
� (xα)′ = αxα−1, α 6= 0, x > 0

� (ex)′ = ex, x ∈ R,
� (sinx)′ = cosx, x ∈ R.

Lemma 18 (derivace a spojitost). Pokud existuje f ′(a) (vlastní) potom je f
spojitá v a.

V¥ta 19 (derivace f + g, fg a f
g ). Plati

1. (f + g)′ = f ′ + g′,

2. (fg)′ = f ′g + fg′,
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3.
(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2
,

kdykoliv má pravá strana smysl.

V¥ta 20 (derivace sloºené funkce). Pokud existují g′(f(a)) a f ′(a), potom exis-
tuje i (g ◦ f)′(a) = f ′(a) · g′(f(a))

� (tg)′ =
1

cos2 x
(zde jsme vyuºili (cosx)′ = − sinx),

� (e−x)′ = −e−x,

� (na rozmy²lenou) (sinhx)′ a (coshx)′

V¥ta 21 (derivace inverzní funkce - verze 1). Nech´ f je prostá na intervalu
(α, β) a zobrazuje jej na interval (γ, δ). Pokud a ∈ (α, β) a platí

1. f ′(a) existuje a f ′(a) 6= 0,

2. f−1 je spojitá v bod¥ f(a).

Potom existuje (f−1)′(f(a)) a platí (f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)
.

De�nice 22. Budeme °íkat, ºe funkce f je na intervalu I

� rostoucí, pokud f(x) < f(y) pro x, y ∈ I, x < y,

� neklesající, pokud f(x) ≤ f(y) pro x, y ∈ I, x < y,

� klesající, pokud f(x) > f(y) pro x, y ∈ I, x < y,

� nerostoucí, pokud f(x) ≥ f(y) pro x, y ∈ I, x < y,

� monotonní, pokud platí jedno z vý²e uvedených,

� ryze monotonní, pokud je rostoucí nebo klesající.

V¥ta 23. Pro f na otev°eném intervalu I platí

� pokud f ′ > 0 na I, potom f je rostoucí na I,

� pokud f ′ ≥ 0 na I, potom f je neklesající na I,

� pokud f ′ < 0 na I, potom f je klesající na I,

� pokud f ′ ≤ 0 na I, potom f je nerostoucí na I.

V¥ta 24 (derivace inverzní funkce - verze 2). Nech´ f je spojitá a ryze mono-
tonní na intervalu (α, β), a ∈ (α, β), f ′(a) exsituje a platí f ′(a) 6= 0. Potom

existuje (f−1)′(f(a)) a platí (f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)
.
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V¥ta 25 (derivace inverzní funkce - verze 3). Nech´ f ′ > 0 na intervalu (α, β),
nebo f ′ < 0 na (α, β). Potom pro a ∈ (α, β) existuje (f−1)′(f(a)) a platí

(f−1)′(f(a)) =
1

f ′(a)
.

De�nice 26 (derivace vy²²ích °ád·). Druhou derivací funkce f v bod¥ a nazý-
váme hodnotu

f ′′(a) = lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)

x− a
,

pokud limita napravo existuje. Analogicky de�nujeme derivace vy²²ích °ád· (re-
kurentn¥, pomocí f (n) = (f (n−1))′).

P°íklad. Pro f(x) = x3 + 4x+ 6 platí

f ′(x) = 3x2 + 4, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6, f (4)(x) = 0.

V¥ta 27 (Leibniz·v vzorec).

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k).

Elementární funkce

V¥ta 28 (o jednozna£nosti exponenciály). Existuje nejvý²e jedna funkce exp :
R→ R spl¬ující:

(E1) exp(x+ y) = expx · exp y, x, y ∈ R,

(E2) lim
x→0

expx− 1

x
= 1.

Pro tuto funkci pak dále platí

(E3) exp 0 = 1,

(E4) exp(−x) =
1

expx
, x ∈ R,

(E5) expx 6= 0, x ∈ R,

(E6) expx > 0, x ∈ R,

(E7) (expx)′ = expx, x ∈ R,

(E8) (expx)(n) = expx, x ∈ R,

(E9) exp je rostoucí na R,

(E10) exp je spojitá

(E11) obor hodnot exp je (0,∞)
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(E12) exp je prostá na R,

(E13) existuje inverzní funkce k exp, kterou zna£íme log : (0,∞)→ R.

Pro funkci log dále platí

(L1) log(x · y) = log x+ log y, x, y ∈ (0,∞),

(L2) log 1
x = − log x, x ∈ (0,∞),

(L3) log(1) = 0,

(L4) (log x)′ = 1
x

(L5) log je rostoucí na (0,∞),

(L6) log je spojitá na (0,∞)

Pomocí funkcí expx (budeme psát, jak je zvykem ex) a log de�nujeme obecnou
mocninu ab = eb log a, a > 0, b ∈ R, coº nám dává obecnou exponenciálu ax,
x > 0, obecnou mocninu xa, x > 0 a logaritmus s obecným základem (jako
inverzní funkci k ax).

Platí navíc, ºe pro x > 0 je tato de�nice konzistentní s p°edchozími de�nicemi
xn a x

1
n . Dejme ale pozor na to, ºe tyto funkce jsou de�novány na v¥t²ích

intervalech (xn na R, x 1
n na [0,∞) pro n sudé a na R pro n liché).

V¥ta 29 (o jednozna£nosti funkcí sin a cos). Existuje nejvý²e jedna dvojice
funkcí sin, cos : R→ R a jedno £íslo π spl¬ující:

(G1) sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y, x, y ∈ R,

(G2) cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y, x, y ∈ R,

(G3) sin(−x) = − sinx (sin je lichá funkce), cos(−x) = cosx (cos je sudá
funkce)

(G4) sin 0 = 0, sin π
2 = 1 a sin je rostoucí na [0, π2 ],

(G5) lim
x→0

sinx

x
= 1,

Tyto funkce spl¬ují v²echny vlastnosti, které od funkcí sin a cos o£ekáváme,
dokázali jsme (nebo alespo¬ nazna£ili si d·kaz) u:

(G6) cos 0 = 1,

(G7) sin2 x+ cos2 x = 1, x ∈ R,

(G8) (sinx)′ = cosx a (cosx)′ = sinx, x ∈ R.

(G9) cos π2 = 0,

(G10) sin(x+ π
2 ) = cos(x)
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(G11) sin(x+ π) = − sin(x)

(G12) sin i cos jsou 2πperiodické, tj. sin(x+ 2π) = sin(x), cos(x+ 2π) = cos(x).

Zavedli jsme funkce tanx =
sinx

cosx
a cotan c =

cosx

sinx
. Plati

Dtan x = R \ {π2 + kπ, k ∈ Z}, Dcotan x = R \ {kπ, k ∈ Z}

a
(tanx)′ =

1

cos2 x
, (cotanx)′ = − 1

sin2 x
.

Omezíme-li de�ni£ní obory dostaneme prosté funkce

sin : [−π2 ,
π
2 ]

na→ [−1, 1], cos : [0, π]
na→ [−1, 1]

a
tan : (−π2 ,

π
2 )

na→ R, cotan : (0, π)
na→ R,

které jsou ryze monotonní a jejichº derivace je (mimo krajní body) nenulová.
Existují tedy inverzní funkce

arcsin : [−1, 1]
na→ [−π2 ,

π
2 ], arccos : [−1, 1]

na→ [0, π]

a
arctan : R na→ (−π2 ,

π
2 ), arccotan : R na→ (0, π),

S pomocí v¥ty o derivaci inverzní funkce spo£ítáme

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, (arccosx)′ = − 1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1)

a
(arctanx)′ =

1

1 + x2
, (arccotanx)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ R.

Dále jsme uvaºovali funkce

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2

a
tanhx =

sinhx

coshx
, cotanhx =

coshx

sinhx

Plati, ºe sinh, tanh a cotanh jsou liché a cosh je sudá a platí i d·leºitá identita

cosh2 x− sinh2 x = 1.

Dále
Dsinh = Dcosh = Dtanh = R, Dcotanh = R \ {0},

a (na celých de�ni£ních oborech)

(sinhx)′ = coshx, (coshx)′ = sinhx
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a
(tanhx)′ =

1

cosh2 x
, (cotanhx)′ = − 1

sinh2 x
.

Omezíme-li p°ípadn¥ de�ni£ní obory dostaneme prosté funkce

sinh : R na→ R, cosh : [0,∞)
na→ [1,∞)

a
tanh : R na→ (−1, 1), cotanh : R \ {0} na→ (−∞, 1) ∪ (1,∞),

které jsou ryze monotonní (u cotanh na obou intervalech, prostý je ale na celém
de�ni£ním oboru) a jejichº derivace je (mimo krajní body) nenulová. Existují
tedy inverzní funkce

argsinh : R na→ R, argcosh : [1,∞)
na→ [0,∞)

a
argtanh : (−1, 1)

na→ R, argcotanh : (−∞, 1) ∪ (1,∞)
na→ R \ {0},

Op¥t (s pomocí v¥ty o derivaci inverzní funkce) spo£ítáme

(argsinhx)′ =
1√

x2 + 1
, x ∈ R, (argcoshx)′ =

1√
x2 − 1

, x > 1

a

(argtanhx)′ =
1

1− x2
, |x| < 1, (argcotanhx)′ =

1

1− x2
, |x| > 1.

Primitivní funkce a neur£itý integrál

De�nice 30 (primitivní funkce). Pro otev°ený interval I °íkáme, ºe funkce
F : I → R je primitivní funkcí k funkci f : I → R na I, pokud F ′ = f na I.

De�nice 31 (neur£itý integrál). Mnoºinu v²ech primitivních funkcí k funkci f

(na I) zna£íme
∫
f(x) dx a nazýváme neur£itým integrálem funkce f (na I).

Je-li F primitivní funkcí k funkci f , platí
∫
f(x) dx = {F +C : C ∈ R}, coº

zkrácen¥ zapisujeme
∫
f(x) dx

c
= F (x) a °íkáme, ºe neur£itý integrál z funkce f

je aº na konstantu roven funkci F . �asto téº uvidíte zápis
∫
f(x) dx = F (x)+C.

Rovn¥º £asto vynecháváme závislost na x i symbol dx.

V¥ta 32 (linearita primitivních funkcí). Nech´ F je primitivní funkcí k funkci
f a G primitivní funkcí k funkci g (obojí na intervalu I) a bu¤ α, β ∈ R. Potom
αF + βG je primitivní funkcí k funkci αf + βg (na intervalu I).
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V¥ta 33 (per partes pro neur£itý integrál). Nech´ f a g jsou de�nované na
intervalu (a, b) a nech´ f ′ a g′ existují (vlastní) na (a, b). Potom∫

fg′ = fg −
∫
f ′g (na (a, b)),

pokud integrál napravo existuje.

V¥ta 34 (1. v¥ta o substituci pro neur£itý integrál). Nech´ f : (a, b) → R a
ϕ : (α, β) → (a, b) mají vlastní derivaci ve v²ech bodech intervalu (a, b) resp.
(α, β). Potom ∫

ϕ′(t) · f ′ ◦ ϕ(t) dt
c
= f ◦ ϕ na (α, β).

V¥ta 35 (2. v¥ta o substituci pro neur£itý integrál). Nech´ ϕ má vlastní a v²ude
kladnou, nebo v²ude zápornou derivaci na intervalu (α, β) a nech´ ϕ : (α, β)

na→
(a, b). Pokud ja f de�nována na intervalu (a, b) a H je primitivní funkce k
ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) na (α, β), potom∫

f(t) dt
c
= H ◦ ϕ−1(t) na (a, b).

V¥ta 36 (o lepení). Nech´ f : (a, c)→ R je spojitá, F je primitivní funkce k f
na (a, b) a G je primitivní funkce k f na (b, c). Potom existují limity

lim
x→b−

F (x) = L−, a lim
x→b+

G(x) = L+

a funkce

H(x) =


F (x), x ∈ (a, b),

G(x)− L+ + L−, x ∈ (b, c),

L−, x = b,

je primitivní funkcí k f na (a, c).

Poznámky a p°íklady. 1. Metodu per partes pouºíváme £asto p°ímo, nap°.∫
x cosx = dx = x sinx−

∫
sinx dx

c
= x sinx.

Obecn¥ pro P polynom a f zpravidla jednu z funkcí ex, e−x, sinx, cosx
(p°ípadn¥ sinhx, coshx) ∫

P (x)f(x) dx

budeme P p°i per pertes derivovat (i n¥kolikanásobn¥) a f integrovat

2. Naopak, pro P polynom a f zpravidla jednu z inverzních funkcí log x,
arcsinx, arccosx, argsinhx, argcoshx, argtanhx, argcotanhx∫

P (x)f(x) dx

budeme P p°i per pertes integrovat a f derivovat.
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3. Per partes pouºíváme rovn¥º nep°ímo (mnoha zp·soby) následujícím zp·-

sobem spo£teme d·leºitý integrál: nejprve ozna£me In =

∫
1

(1 + x2)n
dx

pro n ∈ N. P°edn¥

I1 =

∫
1

1 + x2
dx

c
= arctanx.

Dále

In =

∫
1

(1 + x2)n
dx =

x

(1 + x2)n
−
∫

−2nx

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫
x2 + 1− 1

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫
x2 + 1

(1 + x2)n+1
dx− 2n

∫
1

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2nIn − 2nIn+1

Po p°eskupení £len· dostáváme

In+1 =
1

2n

(
x

(1 + x2)n
+ (2n− 1)In

)
.

4. Pro pouºití první v¥ty o substituci nebudeme mít vºdy integrand v ideálním
tvaru f ′ ◦ ϕ · ϕ′, ale je pot°eba jej upravit. Nap°. pro substituci t = ex,
dt = ex dx, ∫

f(ex) dx =

∫
f(ex)

ex
ex dx−

∫
f(t)

t
dt

Potobn¥ pro substituci t = cosx, dt = − sinx dx,∫
sin2n+1 x dx =

∫
sinx(sin2 x)n dx

= −
∫
− sinx(1− cos2 x)n dx = −

∫
(1− t2)n dt.

5. Podobn¥ postupujeme u snadné, ale velmi uºite£né tzv. lineální substituce
t = ax+ b, dt = a dx,∫

f(ax+ b) dx =
1

a

∫
a f(ax+ b) dx =

1

a

∫
f(t) dt.

Derivace vnit°ní funkce je pouze konstanta, kterou m·ºeme integrál vºdy
p°enásobit.

6. Rovn¥º £asto pouºíváme tzv. kvadratickou substituci t = ax2 + bx + c,
dt = 2ax+ b, ∫

(2ax+ b) · f(ax2 + bx+ c) dx =

∫
f(t) dt.
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Nap°. ∫
xe−x

2

dx
c
= −1

2
e−x

2

.

7. (d·leºitý) pomocí lineární substituce spo£ítáme pro m ∈ N∫
1

(x2 + px+ q)m

v p°ípad¥, ºe kvadratický polynom x2 + px+ q nemá reálné ko°eny. Potom

totiº pro a = p
2 a b =

√
q − p2

4 platí x2 + px + q = (x + a)2 + b2 (ne-
chvaln¥ známé dopln¥ní na £tverec) a m·ºeme psát (lineárlní substituce v
posledním kroku t = x+a

b , dt = 1
b dx)∫

1

(x2 + px+ q)m
=

∫
1

((x+ a)2 + b2)m
dx =

1

b2m

∫
1

((x+ab )2 + 1)m
dx

=
1

b2m−1

∫
1

(t2 + 1)m
dt.

Integrál na konci uº umíme spo£ítat pomocí p°íkladu (3).

Parciální zlomky

Nyní se budeme zabývat integrací racionálních funkcí, tj. funkcí f ve tvaru

f(x) =
P (x)

Q(x)
, kde P a Q jsou polynomy.

Na rozeh°átí nejprve vyjád°íme f(x) ve tvaru
R(x)

T (x)
+ S(x), kde

� R, S a T jsou polynomy,

� R a T nemají spole£né ko°eny (ani komplexní),

� degR < deg T ,

� koe�cient u nejvy²²í mocniny T (tzv. vedoucího mono£lenu) ja roven 1.

V následujícím kroku polynom T zapí²eme ve tvaru

T (x) = (x− a1)m1 · · · (x− aM )mM (x2 + p1x+ q1)n1 · · · (x2 + pNx+ qN )nN .

Zde ai odpovídají reálným ko°en·m T a násobností mi a kvadratické polynomy
x2 + pjx + qj = (x − βj)(x − βj) odpovídají dvojicím komplexn¥ sdruºených
ko°en· T a násobností nj (takový tvar existuje, protoºe T má pouze reálné
koe�cienty).

V¥ta 37. Nech´ polynomy R a T spl¬ují podmínky vý²e, potom exsitují (jed-
nozna£n¥ ur£ené) koe�cieny Aki , B

l
j a Clj (indexy v rozsahu, jako suma níºe),

ºe
R(x)

T (x)
=

M∑
i=1

mi∑
k=1

Aki
(x− ai)k

+

N∑
j=1

ni∑
l=1

Bljx+ Clj
(x2 + pjx+ qj)l

.
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Za kaºdý £len (x − a)k v rozvoji T tedy do sumy napravo p°idáme k £len·
(parciálních zlomk·)

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k
,

kaºdý £len (x2 + px + q)k v rozvoji T pak do sumy napravo p°idá k £len·
(parciálních zlomk·)

B1x+ C

x2 + px+ q
+

B2x+ C2

(x2 + px+ q)2
+ · · ·+ Bkx+ Ck

(x2 + px+ q)k
.

Spo£ítali jsme (pomocí tzv. zakrývací metody)

x

x2 − 1
=

x

(x+ 1)(x− 1)
=

A

x+ 1
+

B

x− 1
=

1
2

x+ 1
+

1
2

x− 1

Pomocí p°evodu na soustavu lineárních rovnic pak

x+ 1

(x2 + 1)x2
=

1

x
+

1

x2
+
−x− 1

x2 + 1

Parciální zlomky integrujeme následovn¥: u reálných ko°en· rovnou pouºi-
jeme lineární substituci∫

A

(x− a)k
dx =

{
A log |x− a|, k = 1,
A

1−k
1

(x−a)k−1 , k > 1.

U kvadratických £len· parciální zlomek nejprve rozloºíme∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)k
dx =

B

2

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)k
dx+

∫
C − pB

2

(x2 + px+ q)k
dx.

První £len pak spo£ítáme pomocí kvadratické substituce∫
2x+ p

(x2 + px+ q)k
dx =

{
log(x2 + px+ q), k = 1,
1

1−k ·
1

(x2+px+q)k−1 , k > 1.

Druhý integrál jsme uº po£ítali (viz vý²e).
Následující standardní substituce p°evád¥jí mnoho integrál· na parciální

zlomky (R je vºdy racionální funkce více prom¥nných)∫
R

(
x, m

√
ax+ b

cx+ d

)
dx → t = m

√
ax+ b

cx+ d
,

Nap°íklad (pro t =
√
x+ 1, x = t2 − 1, dx = 2t dt)∫

1

x+
√
x+ 1

dx =

∫
2t

t2 − 1 + t
dt
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∫
R(sin2 x, cos2 x, sinx cosx) dx → t = tanx,

Nap°. (pouºíváme sin2 x =
t2

t2 + 1
, cos2 =

1

t2 + 1
, sinx cosx =

t

1 + t2
, dx =

1

t2 + 1
dt)∫

cos2 x

sinx cosx+ 2
dx =

∫ 1
t2+1
t

1+t2 + 2
· 1

t2 + 1
dt =

∫
1

(t2 + 1)(2t2 + t+ 2)
dt.

Obecn¥ pak m·ºeme pouºít∫
R(sinx, cosx) dx → t = tan

x

2
.

Kapitolu zakon£íme n¥kolika p°íklady na lepení. Spo£ítáme
∫
f(x) dx pro

f(x) = max(x2, 1), dostaneme: x3

3 je primitivní funkce k f na (−∞,−1) a
(1,∞), x je primitivní funkce k f na (−1, 1). Po dvojnásobném lepení dosta-
neme, ºe funkce H de�novaná jako

H(x) =


x3

3
+

2

3
, x ∈ (1,∞),

−x
3

3
− 2

3
, x ∈ (−∞,−1),

x, x ∈ [1, 1],

je primitivní funkce funcke k f na R (poznamenejme, ºe f je spojitá na R, a
tedy primitivní funkce k f na R musí exsituvat).

N¥kdy nudeme muset lepit i v nekone£n¥ mnoha bodech, nap°. pro funkci
max(sinx, 0), nebo v následujícím typickém p°ípad¥ (který ov²em nebudeme
schopni dopo£ítat, protoºe stále je²t¥ neznáme nevlastní limity).∫

1

cos2 x+ 2
dx =

∫
1

1
t2+1 + 2

· 1

t2 + 1
dt =

∫
1

2t2 + 3
dt

c
=

1√
6

arctan

(√
2√
3

tanx

)
.

Pouºili jsme 2. v¥tu o substituci pro ϕ(x) = arctan(x), ϕ : (−∞,∞)
na→ (−π2 ,

π
2 ),

f(x) = 1
cos2 x+2 , kde f ◦ ϕ · ϕ

′ = 1
2t2+3 (po úprav¥). Primitivní funkci jsme tedy

dostali jen na (a, b) = (−π2 ,
π
2 ) (a pomocí periodi£nosti +kπ). Funkce f je ale

spojitá na R a tedy budeme muset lepit (ve v²ech bodech π
2 + kπ).

Limity podruhé

De�nice 38 (okolí ±∞). Pro ε > 0 de�nujeme okolí a prstencové okolí ±∞
jako

U(+∞, ε) = (1
ε ,+∞) = P (+∞, ε)
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a
U(−∞, ε) = (−∞,− 1

ε ) = P (−∞, ε)

De�nice 39 (limita funkce - plná verze). Nech´ a, L ∈ R ∪ {+∞,−∞} potom
°íkáme, ºe f má v a limitu L (zn. lim

x→a
f(x) = L) pokud platí

∀ε > 0∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ U(L, ε).

Analogicky de�nujeme jednostranné limity.

Poznámky a p°íklady. 1. I po tomto roz²í°ení o nevlastní limity platí v¥t-
²ina poznatk·, které o limitách funkcí uº známe (hlavn¥ jednozna£nost a
limita sloºené funkce). Ohledn¥ aritmeriky limit uvidíme pozd¥ji a stejn¥
ohledn¥ v¥ty o dvou stráºnících.

2. lim
x→+∞

ex = +∞, lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

log x = +∞, lim
x→0+

log x = −∞,

zde jsme vyuºili, ºe exp a log jsou rostoucí a na.

Budeme pouºívat následující zna£ení

lim
x→a

f(x) = L+ ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ P+(L, ε)

a
lim
x→a

f(x) = L− ⇐⇒ ∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ P−(L, ε)

Nap°íklad lim
x→0
±x2 = 0±. Platí následující

V¥ta 40 (výpo£et nevlastních limit). Platí

1. lim
x→a

f(x) = ±∞ ⇐⇒ lim
x→a

1

f(x)
= 0±

2. lim
x→±∞

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→0±

f( 1
x ) = L

Nap°íklad lim
x→0

1

|x|
= +∞ (protoºe lim

x→0
|x| = 0+). Analogické tvrzení platí i

pro jednostranné limity, coº dává lim
x→0±

1

x
= ±∞.

V¥ta 41 (o jednom stráºníkovi). Je-li lim
x→a

f(x) = +∞ (resp. lim
x→a

f(x) = −∞)

a g > f na P (a,∆) (resp. g < f na P (a,∆)). Potom lim
x→a

g(x) = +∞ (resp.

lim
x→a

g(x) = −∞).

V¥ta 42 (nekone£no a omezenost). Platí

1. lim
x→a

f(x) = +∞ a g > C na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) + g(x) = +∞

2. lim
x→a

f(x) = −∞ a g < C na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) + g(x) = −∞
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3. lim
x→a

f(x) = ±∞ a g > C > 0 na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) · g(x) = ±∞

4. lim
x→a

f(x) = ±∞ a g < C < 0 na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) · g(x) = ∓∞

De�nice 43 (roz²í°ená reálná osa). Mnoºinu R∗ = R ∪ {+∞,−∞} nazýváme
roz²í°enou reálnou osou. Pro prvky +∞ a −∞ navíc p°edpokládáme následující
vlastnosti:

1. pro v²echna x ∈ R platí −∞ < x < +∞,

2. | ±∞| = +∞,

3. ±∞+ (±∞) = ±∞, ±∞ · (±∞) = +∞, ±∞ · (∓∞) = −∞,

4. pro v²echna x ∈ R platí −∞+ x = −∞ a +∞+ x = +∞,

5. pro v²echna x ∈ R platí, pokud x > 0 potom ±∞ · x = ±∞, pokud x < 0
±∞ · x = ∓∞,

6. pro v²echna x ∈ R platí
x

±∞
= 0.

Poznamenejme, ºe tzv. neur£ité výrazy −∞+ (+∞), +∞+ (−∞), x0 ,
±∞
+∞ ,

±∞
−∞ , 0 · ±∞ a ±∞ · 0 nejsou de�novány.

V¥ta 44 (aritmetika limit - plná verze). Je-li lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

g(x) = B,
potom:

1. lim
x→a

f(x) + g(x) = A+B,

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = A ·B,

3. lim
x→a

f(x)

g(x)
=
A

B
,

pokud má odpovídající výraz na pravé stran¥ smysl.

Stále je²t¥ ale neumíme po£ítat limity typu ±∞±∞ a 0
0 . Nap°. lim

x→+∞

ex

x2
, zde

musíme porovnávat jak rychle které funkce jde do +∞. Na to se nám bude hodit
následující (nechvaln¥ známá) metoda výpo£tu limit:

V¥ta 45 (l'Hospitalovo pravidlo). Nech´ platí lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x), nebo

lim
x→a
|g(x)| = +∞. Nech´ dále lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= L. Potom lim

x→a

f(x)

g(x)
= L

Dvojnásobným pouºitím l'Hospitalova pravidala pak uº snadno dostaneme,

ºe platí lim
x→+∞

ex

x2
= +∞.

Podobn¥ spo£ítáme následující d·leºité limity

lim
x→+∞

ax

xα
= +∞, a > 1, lim

x→+∞

xα

log x
= +∞, α > 0,
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nebo v reformulaci

lim
x→+∞

xα

ax
= 0, a > 1, lim

x→+∞

log x

xα
= 0, α > 0,

a lim
x→0+

x log x = 0. Ty pak v kombinaci s aritmetikou limit umoº¬ují spo£ítat

mnoho limit typu ∞∞ a 0
0 , nap°. (základním trikem je vytknout nejrychlej²í £len

ze jmenovatele):

lim
x→+∞

x7 + 4x + log x

10x334 + 7x
= lim
x→+∞

x7

7x + 4x

7x + log x
7x

10x334

7x + 1
=

0 + 0 + 0

0 + 1
= 0.

V²echno tohle budeme chtít je²t¥ trochu více formalizovat, coº nás dovede k
následující kapitole.

Asymptotické porovnávání funkcí

De�nice 46 (symboly o, O a ∼). De�nujeme následující symboly ozna£ující
asymptotické vztahy funkcí

� f(x) = o(g(x)), x → a, pokud lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0, (f(x) je malé o g(x) pro x

jdoucí k a),

� f(x) = O(g(x)), x → a, pokud |f(x)| ≤ C|g(x)|, pro n¥jaké δ, C > 0 a
v²echna x ∈ P (a, δ), (f(x) je velké o g(x) pro x jdoucí k a),

� f(x) ∼ g(x), x→ a, pokud lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1, (f(x) a g(x) jsou asymptoticky

ekvivalentní pro x jdoucí k a)

Poznámky a p°íklady. 1. P°i psaní vý²e uvedených £asto vynecháváme pro-
m¥nnou x (t°eba pí²eme f ∼ g, x→ a). N¥kdy se rovn¥º místo f = O(g)

pí²e f � g a f ∼ g se n¥kdy pouºívá pokud lim
x→a

f(x)

g(x)
∈ R\{0} - tzv. slabá

ekvivalence, a pro lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1 se pouºívá f ' g - tzv. silná ekvivalence.

2. pokud f = o(g), x → a, potom f = O(g), x → a (d·sledek v¥ty limita a
omezenost),

3. pokud f = O(g) a g = O(h), potom f = O(h) (v²e x→ a),

4. pokud f1 ∼ g1 a f2 ∼ g2, potom f1f2 ∼ g1g2, a
f1
f2
∼ g1

g2
, v²e x → a

(nikoliv v²ak f1 + f2 ∼ g1 + g2),

5. f ∼ g je relace ekvivalence

6. sinx ∼ x, ex − 1 ∼ x, 2(1− cosx) ∼ x2 (v²e x→ 0)
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7. xα = o(ax), x→ +∞, a > 1, log x = o(xα), x→ +∞, α > 0

8. (d·leºitý) pro T (x) = f ′(a)(x−a)+f(a) (te£na k f v a) platí f(x)−T (x) =
o(x− a).

�íselné posloupnosti

De�nice 47 (£íselná posloupnost). Posloupností budeme nazývat zobrazení f :
N→ R (C). Místo f zpravidla pí²eme {an}∞n=1 (tedy an = f(n)).

P°íkladem posloupnosti m·ºe být t°eba geometrická posloupnost {qn}, která
je ekvivalentem exponenciálné funkce.

Nebudeme (p°edev²ím p°i výpo£tu limit) trvat na tom, aby byla posloupnost
de�nována pro v²echna n ∈ N, sta£í, aby byla de�nována pro v²echna dostate£n¥
velká n (podobn¥, jako u limit funkcí poºadujeme pouze, aby funkce byla de�-
nována na prstencovém okolí). Nap°. { 1

n(n−2)} budeme brát jako posloupnost, i
kdyº není de�nována pro n = 2.

De�nice 48 (limita posloupnosti). �íkíme, ºe posloupnost {an} má limitu L ∈
R∗ (pí²eme lim

n→+∞
an = L), pokud platí

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ∈ U(L, ε)

Poznámky a p°íklady. 1. Pro funkci f : [1,+∞) → R (nebo jen de�no-
vanou na okolí +∞) m·ºeme de�novat posloupnost an = f(n), pak platí

lim
x→+∞

f(x) = L =⇒ lim
n→+∞

an = L. Zárove¬ m·ºeme (mnoha zp·soby)

posloupnost roz²í°it posloupnost na funkci spl¬ující f(n), £ímº m·ºeme
n¥kdy p°evést tvrzení platná u limit funkcí na limity posloupností.

Nap°íklad jsme si ukázali dva stráºníky pro posloupnosti, tedy tvrzení:

pokud platí an ≤ cn ≤ bn pro v²echna dostate£n¥ velká n a lim
n→+∞

an =

lim
n→+∞

bn = L, potom lim
n→+∞

cn = L.

Nebo (coº je obvykle snaz²í) m·ºeme varantu tvrzení tvrzení pro posloup-
nosti dokázat tak°ka identickým zp·sobemým, jako jsme dokazovali va-
riantu pro funkce. To platí nap°íklad o aritmetice limit, kterou budeme
pouºívat i pro posloupnosti. A stejn¥ tak pro d¥lení nulou:

pokud an > 0 pro v²echna dostate£n¥ velká n a lim
n→+∞

an = 0, potom

lim
n→+∞

1

an
= +∞ (a podobn¥ pro an < 0 a −∞).

2. Eulerovo £íslo e (které jsme de�novali jako exp(1)) se obvykle de�nuje po-

mocí limity posloupnosti an =
(
1 + 1

n

)n
. Obecn¥ platí lim

n→+∞

(
1 +

x

n

)n
=

ex, coº by mohl být zp·sob jak funkci exp de�novat (kdybychom um¥li li-
mitu spo£ítat bez vyuºití této funkce). Rovn¥º to dává vhled do toho, co
v·bec funkce ex znamená.
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3. (geometrická posloupnost) kombinací známých limit z funkcí (a dvou stráº-

ník·) dostaneme lim
n→+∞

qn =


+∞, q > 1,

1, q = 1,

0, −1 < q < 1.

Na p°ípad q ≤ −1

si je²t¥ po£káme, i kdyº bychom jej mohli snadno vy°e²it t°eba z de�nice.

4. Bez d·kazu jsme si uvedli následující základní limity posloupností:

lim
n→+∞

qn

n!
= 0, lim

n→+∞

n!

nn
= 0, lim

n→+∞
n
√
n = 1, lim

n→+∞

n
√
n!

n
=

1

e
.

De�nice 49 (monotonní posloupnost). Posloupnost {an} nazveme

� rostoucí, pokud an+1 > an, n ∈ N,

� klesající, pokud an+1 < an, n ∈ N,

� neklesající, pokud an+1 ≥ an, n ∈ N,

� nerostoucí, pokud an+1 ≤ an, n ∈ N.

De�nice 50 (omezená posloupnost). Posloupnost {an} nazveme

� shora omezenou, pokud existuje C ∈ R, ºe an ≤ C, n ∈ N

� zdola omezenou, pokud existuje C ∈ R, ºe an ≥ C, n ∈ N

� omezenou, pokud je shora i zdola omezená (tj. existuje C ∈ R, ºe |an| ≤
C, n ∈ N).

V¥ta 51 (limita monotonní posloupnosti). Platí

1. Kaºdá monotonní posloupnost má limitu.

2. Kaºdá shora omezená neklesající (nebo zdola omezená nerostoucí) posloup-
nost konverguje.

Tato v¥ta má rozli£ené teoretické i praktické d·sledky, nap°íklad £asto po-
m·ºe p°i výpo£tu limit rekurentn¥ zadaných posloupností, coº jsme ilustrovali
na Fibonacciho posloupnosti an+1 = an + an−1, n > 1, a1 = a2 = 1.

Vra´me se je²t¥ ke geometrické posloupnosti pro q ≤ −1, nap°. pro q = −1
má tvar −1, 1,−1, 1, . . . . Vidíme ºe obsahuje dv¥ posloupnosti −1,−1,−1, . . .
(liché £leny) a 1, 1, 1, . . . (sudé £leny), které z°ejm¥ limitu mají.

De�nice 52 (vybraná posloupnost). �íkáme, ºe posloupnost {bk} je vybraná
posloupnost (podposloupnost) z posloupnosti an, pokud existuje rostoucí po-
sloupnost p°irozených £ísel nk taková, ºe bk = ank

(m·ºeme si ji tedy p°edsta-
vovat jako sloºenou funkci, vnit°ní funkce je k 7→ nk a vn¥j²í n 7→ an).

Protoºe pro {nk} jako v de�nici vý²e vºdy platí nk ≥ k dostaneme p°ímo
z de�nice limity posloupnosti, ºe lim

n→+∞
an = L =⇒ lim

k→+∞
ank

= L. Z toho

pak nap°íklad okamºit¥ vidíme, ºe {qn} pro q ≤ −1 nem·ºe mít limitu, protoºe
liché a sudé £leny mají sice limity, ale r·zné (a limita je ur£ena jednozna£n¥).
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V¥ta 53 (Bolzano-Weierstrassova). Z kaºdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentní podposloupnost.

V¥ta 54 (Heineho). Je-li funkce f de�nována na P (a, δ), potom je ekvivalentní

1. lim
x→a

= L,

2. pro kaºdou posloupnost {an} ⊂ Df \ {a} spl¬ující lim
n→+∞

an = a, platí

lim
n→+∞

f(an) = L.

V¥ta 55 (Heineho pro spojitost). Je-li funkce f de�nována na U(a, δ), potom
je ekvivalentní

1. f je spojitá v a,

2. pro kaºdou posloupnost {an} ⊂ Df \ {a} spl¬ující lim
n→+∞

an = a, platí

lim
n→+∞

f(an) = f(a).

V¥ta 56 (Bolzano-Cauchyova podmínka pro posloupnosti). Pro posloupnost
{an} je ekvivalentní

1. an je konvergentní,

2. ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n ∈ N, n,m ≥ N : |an − am| < ε.

V¥ta 57 (Bolzano-Cauchyova podmínka pro funkce). Pro funkci f je ekviva-
lentní

1. f má v a vlastní limitu,

2. ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, y ∈ P (a, δ) : |f(x)− f(x)| < ε.

De�nice 58 (limes superior a limes inferior). De�nujeme

lim sup
n→∞

an =

{
lim
n→∞

sup{ak : k ≥ n}, {an} shora omezená,

+∞, jinak.

a

lim inf
n→∞

an =

{
lim
n→∞

inf{ak : k ≥ n}, {an} zdola omezená,

−∞, jinak.

Poznamenejme, ºe limity ve vý²e uvedené de�nici vºdy existují (z d·vodu
monotonie). Platí lim supn→∞(−1)n = 1 a lim infn→∞(−1)n = −1. Rovn¥º platí

lim
n→+∞

an = L ⇐⇒
(

lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an = L

)
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Hlub²í vlastnosti funkcí

De�nice 59 (lokální extrémy). Je li funkce f de�nována na okolá bodu a, potom
°íkáme, ºe f má v bod¥ a

� lokální minimum, pokud existuje δ > 0, ºe platí: x ∈ P (a, δ) =⇒
f(x) ≥ f(a),

� lokální maximum, pokud existuje δ > 0, ºe platí: x ∈ P (a, δ) =⇒
f(x) ≤ f(a),

� obdobn¥ de�nujeme ostré lokální minimum a ostré lokální maximum

nahrazením p°íslu²né nerovnosti nerovností ostrou.

V¥ta 60 (nutná podmínka pro lokální extrém). Existuje-li f ′(a) a f má v bod¥
lokální extrém, potom f ′(a) = 0.

De�nice 61 (globální extrémy). Je li funkce f de�nována na mnoºin¥ M (tj.
M ⊆ Df ). Potom °íkáme, ºe f má v bod¥ a ∈M

� globální minimum vzhledem k M , pokud platí: x ∈M \{a} =⇒ f(x) ≥
f(a),

� globální maximum vzhledem kM , pokud platí: x ∈M \{a} =⇒ f(x) ≤
f(a),

� obdobn¥ de�nujeme ostré globální minimum a ostré globální maxi-

mum nahrazením p°íslu²né nerovnosti nerovností ostrou.

� Je-li M = Df , pak £ást "vzhledem k M" zpravidla vynecháváme.

De�nice 62 (spojitost na intervalu). Nech´ f : [a, b]→ R, potom °íkáme, ºe f
je spojitá na [a, b], jestliºe platí

� f je spojitá v kaºdém bod¥ x ∈ (a, b),

� f je zleva (resp. zprava) spojitá v b (resp. v a).

Analogicky de�nujeme funkce spojité na ostatních typech interval· (tj. (a, b),
[a, b) a (a, b]).

Mnoºinu v²ech funkcí spojitých na intervalu I budeme zna£it C(I).

V¥ta 63 (existence extrém· na intervalu). Kaºdá f ∈ C([a, b]) nabývá (vzhle-
dem k [a, b]) globálního maxima i minima.

Ukázáli jsme si na p°íkladu funkce x3−x, x ∈ [−1, 2], jak s pomocí posledních
dvou v¥t vy²et°ovat globální extrémy funkcí a uzav°ených intervalech.

V¥ta 64 (Darbouxova vlastnost pro spojité funkce). Je-li f ∈ C([a, b]), potom
f([a, b]) je omezený uzav°ený interval.

28



V¥ta 65 (Darbouxova vlastnost pro C((a, b))). Je-li f ∈ C((a, b)) ryze mono-
tonní, potom f((a, b)) je otev°ený interval.

V¥ta 66 (spojitost inverzní funkce). Je-li f ∈ C((a, b)) ryze monotonní, potom
f−1 je spojitá (ve v²ech bodech de�ni£ního oboru).

Pomocí této v¥ty jsme kone£n¥ splatili dluh a dokázali V¥tu 24 a V¥tu 25.
Dal²ím dluhem je V¥ta 23, která snadno vyplyne z blíºící se V¥ty 68.

V¥ta 67 (Rolleova). Je-li f ∈ C([a, b]), a < b, f ′ existuje na (a, b) a f(a) =
f(b). Potom existuje ξ ∈ (a, b), ºe f ′(ξ) = 0.

V¥ta 68 (Lagrangeova o st°ední hodnot¥). Je-li f ∈ C([a, b]), a < b, f ′ existuje

na (a, b). Potom existuje ξ ∈ (a, b), ºe f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

V¥ta 69 (derivace a monotonie - kdysi jako V¥ta 23). Je-li f ∈ C((a, b)) a
existuje-li f ′ na (a, b), potom:

1. pokud f ′ > 0 na (a, b), potom f je rostoucí na (a, b),

2. pokud f ′ < 0 na (a, b), potom f je klesající na (a, b),

3. pokud f ′ ≥ 0 na (a, b), potom f je neklesající na (a, b),

4. pokud f ′ ≤ 0 na (a, b), potom f je nerostoucí na (a, b).

Poznámky a p°íklady. � p°edpoklady p°edchozí v¥ty m·ºeme nahradit p°ed-
pokladem f ′ existuje na (a, b) vlastní (existence vlastní derivace implikuje
spojitost)

� pokud bychon navíc p°edpokládali f ∈ C([a, b]), platila by (odpovídající)
monotonie na [a, b] (a analogicky pro (a, b] a [a, b))

� implikace (3) a (4) lze nahradit ekvivalencemi, implikace (1) a (2) v²ak
ekvivalencemi nahradit nelze (p°. x3 a −x3)

� ur£ení interval· monotónie m·ºe pomoci p°i zkoumání extrém·, vrátíme-li
se k p°íkladu f(x) = x3−x (tentokrát x ∈ R), uº víme, ºe lokální extrémy
mohou být pouze v bodech ± 1√

3
(nezjistili jsme v²ak, jestli to opravdu lo-

kální extrémy jsou). Protoºe f ′(x) = 3x2 − 1 platí

f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,− 1√
3
)∪( 1√

3
,+∞), f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (− 1√

3
, 1√

3
)

a v¥ta dává

f je rostoucí na (−∞,− 1√
3
) a ( 1√

3
,+∞) a klesající na (− 1√

3
, 1√

3
)

a podle poznámky vý²e dokonce (f je spojitá na R)

f je rostoucí na (−∞,− 1√
3
] a [ 1√

3
,+∞) a klesající na [− 1√

3
, 1√

3
].
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To pak okamºit¥ dává, ºe − 1√
3
je bodem lokálního maxima f a 1√

3
je bodem

lokálního minima f . Poznamenejme, ºe v úvaze jsme nikde nepot°ebovali
fakt, ºe f ′ = (± 1√

3
) = 0. Stejná úvaha by byla moºná i kdyby derivace v

t¥chto bodech neexistovala.

De�nice 70 (konvexní a konkávní funkce). Budeme °íkat, ºe funkce f je na
intervalu I

� konvexní, pokud f(y) ≤ f(x) +
f(z)− f(x)

z − x
(y − x) pro kaºdé x, y, z ∈ I,

x < y < z,

� konkávní, pokud f(y) ≥ f(x) +
f(z)− f(x)

z − x
(y − x) pro kaºdé x, y, z ∈ I,

x < y < z,

� ryze konvexní, pokud f(y) < f(x) +
f(z)− f(x)

z − x
(y−x) pro kaºdé x, y, z ∈

I, x < y < z,

� ryze konkávní, pokud f(y) > f(x) +
f(z)− f(x)

z − x
(y−x) pro kaºdé x, y, z ∈

I, x < y < z,

Konvexitu m·ºeme ekvivalentn¥ formulovat pomocí následujících podmínek

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
, x, y, z ∈ I, x < y < z,

f(z)− f(x)

z − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
, x, y, z ∈ I, x < y < z,

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
, x, y, z ∈ I, x < y < z,

a
f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y), x, y ∈ I, 0 < λ < 1,

coº lze p°eformulovat jako

f(λ1x+ λ2y) ≤ λ1f(x) + λ2f(y), x, y ∈ I, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1.

Alanogicky m·ºeme reformulovat konkávitu a ryzí varianty. Poslední formulace
má p°ímé zobecn¥ní ve form¥ tzv. Jansenovy nerovnosti:

V¥ta 71 (Jensenova nerovnost). Nech´ f je konvexní na intervalu I, potom pro

N ∈ N, N ≥ 2, a v²echna λ1, . . . , λN ∈ (0, 1), spl¬ující
N∑
i=1

λi = 1 platí

f

(
N∑
i=1

λixi

)
≤

N∑
i=1

λif(xi)

a analogicky s opa£nou nerovností pro f konkávní.
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V¥ta 72 ((druhá) derivace a konvexita/konkávnita). Je-li f, f ′ ∈ C((a, b)) a
existuje-li f ′′ na (a, b), potom:

1. pokud f ′′ > 0 na (a, b), potom f je ryze konvexní na (a, b),

2. pokud f ′′ < 0 na (a, b), potom f je ryze konkávní na (a, b),

3. pokud f ′′ ≥ 0 na (a, b), potom f je konvexní na (a, b),

4. pokud f ′′ ≤ 0 na (a, b), potom f je konkávní na (a, b).

Platí podobné poznámky jako pro V¥tu 69 (roz²i°ování na uzav°ené intervaly
a ekvivalenci p°i neostrých nerovnostech).

Pokud f ′′ ≥ 0 na U(a, δ) potom f ′ je neklesající na U(a, δ) (a podobn¥ pro
opa£nou nerovnost). Odtud snadno dostaneme následující v¥tu:

V¥ta 73 (posta£ující podmínka pro extrém). Nech´ f ′′ existuje na U(a, δ) a
f ′(a) = 0, potom platí:

1. pokud f ′′ ≥ 0 na U(a, δ), potom f má v a lokální minimum,

2. pokud f ′′ ≤ 0 na U(a, δ), potom f má v a lokální maximum.

P°íklady: ex je konvexní na R, log x je konkávní na (0,∞), arctanx je kon-
vexní na (−∞, 0] a konkávní na [0,∞) ((arctanx)

′′
= − 2x

(1+x2)2 ). V²imn¥me si,
ºe v bod¥ f p°echází konvexita na konkávitu, takovým bod·m °íkáme in�exní.

De�nice 74 (in�exní bod). �íkáme, ºe a je in�exním bodem funkce f , pokud
f ′(a) existuje vlastní a existuje δ > 0, ºe

f je konvexní na P−(a, δ) a konkávní na P+(a, δ),

nebo
f je konvexní na P+(a, δ) a konkávní na P−(a, δ).

Platí, ºe pokud f ′′(a) existuje a a je in�exním bodem funkce f , potom
f ′′(a) = 0.

De�nice 75. Funkci ve tvaru Ax + B nazýváme asymptotou funkce f v ±∞,
pokud platí

lim
x→±∞

f(x)− (Ax+B) = 0.

Koe�cienty asymptoty (pokud existuje) spo£ítáme pomocí vzore£k·

A = lim
x→±∞

f(x)

x
, B = lim

x→±∞
(f(x)−Ax).

Nap°íklad funkce f(x) = x3−x2

1+x2 má stejnou asymptotu v +∞ i v −∞ a to x−1.
Platí totiº

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim
x→±∞

x2 − x
1 + x2

= 1
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a

lim
x→±∞

(f(x)− 1 · x) = lim
x→±∞

(
x3 − x2

1 + x2
− x
)

= lim
x→±∞

−x2 − x
1 + x2

= −1.

Poznamenejme je²te, ºe pomocí l'Hospitalova pravidla (jsou-li spl¬eny p°ed-
loklady) dostaneme vzore£ek A = lim

x→±∞
f ′(x).

V¥ta 76 (Cauchyova o st°ední hodnot¥). Je-li f, g ∈ C([a, b]), a < b, f ′ a g′

existují na (a, b). Potom existuje ξ ∈ (a, b), ºe

f ′(ξ)(g(b)− g(a)) = g′(ξ)(f(b)− f(a)).

Jako d·sledek V¥ty 76 jsme si dokázali jednu £ást l'Hospitalova pravidla
(V¥ta 45). Na záv¥r je²t¥ jednu v¥tu, kterou jsme dokázali práv¥ jako d·sledek
l'Hospitalova pravidla:

V¥ta 77. Nech´ f je spojitá zprava (resp. spojitá zleva) v bod¥ a a nech´ existuje
limita lim

x→a+
f ′(x) = L (resp. lim

x→a−
f ′(x) = L). Potom f ′+(a) = L (resp. f ′−(a) =

L).

Taylorovy polynomy

De�nice 78 (te£na funkce). Nech´ existuje f ′(a) ∈ R potom funkci

Ta,f (x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

nazýváme te£nou funkce f v bod¥ a.

Uº d°íve jsme si spo£ítali, ºe

f(x)− Ta,f (x) = o(x− a), x→ a.

Pokud bychom cht¥li jemn¥j²í aproximaci (°ádu o((x−a)n)) musíme se (obecn¥)
uchýlit k polynom·m vy²²ího °ádu, coº je jedna z cest k následující de�nici:

De�nice 79 (Taylor·v polynom). Nech´ existuje f (n)(a) ∈ R (nebo, ekviva-
lentn¥, existují f (k) ∈ R, k = 1, . . . , n). Potom de�nujeme polynom

Tna,f (x) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x− a)k + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

= f(a) +

n∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k

a nazýváme ho Taylor·v polynom funkce f stupn¥ n se st°edem v bod¥ a.

Spo£ítali jsme uºite£nou rovnost (Tna,f )′ = Tn−1a,f ′ , která (násobným pouºitím
a dosazením hodnoty a) dává

(Tna,f )(k) = Tn−k
a,f(k) , a (Tna,f )(k)(a) = f (k)(a), k ≤ n.
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V¥ta 80 (Pean·v tvar zbytku). Platí f(x)− Tna,f (x) = o((x− a)n), x→ a.

Výraz Rna,f (x) = f(x) − Tna,f (x) nazýváme zbytkem Taylorova polynomu
Tna,f (x), p°edchozí v¥tu lze tedy zformulovat ve tvaru Rna,f (x) = o((x − a)n),
x→ a.

Tento kvalitatavní výsledek má pro nás následující dva d·sledky:

V¥ta 81. (jemn¥j²í podmínky pro extrémy)

1. Nech´ f (k)(a) = 0, k = 1, . . . , 2n− 1, potom platí:

� je-li f (2n)(a) > 0, pak má f v a (ostré) lokální minimum,

� je-li f (2n)(a) < 0, pak má f v a (ostré) lokální maximum.

2. Nech´ f (k)(a) = 0, k = 1, . . . , 2n. Pokud f (2n+1)(a) 6= 0, potom f nemá v
a lokální extrém.

Druhým d·aledkem V¥ty 80 je následující trik p°i výpo£tu limit: nech´ Tna,f
existuje, potom platí

lim
x→a

f(x)

(x− a)n
= lim
x→a

f(x)− Tna,f (x) + Tna,f (x)

(x− a)n

= lim
x→a

(
Rna,f (x)

(x− a)n
+

Tna,f (x)

(x− a)n

)
= lim
x→a

Rna,f (x)

(x− a)n
+ lim
x→a

Tna,f (x)

(x− a)n

= lim
x→a

Tna,f (x)

(x− a)n
.

za p°edpokladu, ºe limita napravo existuje. To nastává, pokud fk(a) = 0, k =

0, . . . , n− 1, tj. Tna,f (x) = f(n)(a)
n! (x− a)n.

Takový výpo£et limity je vlastn¥ totéº, jako bychom n-krát pouºili l'Hospitalovo
pravidlo, nicmén¥ výhodou vý²e uvedeného p°ístupu je, ºe koe�cienty Taylorova
polynomu £asto zjistíme i snadn¥ji, neº pracným derivováním.

Z de�nice jsme odvodili následující Taylorovy polynomy:

Tn0,ex(x) = 1 +

n∑
k=1

xn

n!
,

T 2n
0,sinh x(x) = T 2n−1

0,sinh x(x) =

n∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)!
,

T 2n+1
0,cosh x(x) = T 2n

0,cosh x(x) = 1 +

n∑
k=1

x2k

(2k)!
,
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T 2n
0,sin x(x) = T 2n−1

0,sin x(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1 x2k−1

(2k − 1)!
,

T 2n+1
0,cos x(x) = T 2n

0,cos x(x) = 1 +

n∑
k=1

(−1)k
x2k

(2k)!
,

Tn1,log x(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1 (x− 1)k

k
.

V¥ta 82 (Lagrange·v a Cauchy·v tvar zbytku). Nech´ f (n) existuje a je spojitá
na otev°eném nadintervalu intervalu [a, x], a < x, a nech´ f (n+1) existuje na
(a, x). Potom

� existuje ξ ∈ (a, x) takové, ºe

f(x)− T fa,n(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1, (Lagrange·v tvar)

� existuje ξ ∈ (a, x) takové, ºe

f(x)− T fa,n(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− a), (Cauchy·v tvar)

Na záv¥r se je²t¥ podíváme na výpo£et Taylorových polynom·, m¥jme dv¥
funkce f a g a jejich Taylorovy polynomy 2. stupn¥ v bod¥ a:

T 2
a,f (x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+

f ′′(a)

2
(x−a)2 a T 2

a,g(x) = g(a)+g′(a)(x−a)+
g′′(a)

2
(x−a)2.

Potom

T 2
a,f (x) · T 2

a,g(x) = (f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2) · (g(a) + g′(a)(x− a) +

g′′(a)

2
(x− a)2)

= f(a)g(a) + (f(a)g′(a) + f ′(a)g(a))(x− a)

+
f(a)g′′(a) + 2f(a)g(a) + f ′′(a)g(a)

2
(x− a)2 + o((x− a)2)

= (f · g)(a) + (f · g)′(a)(x− a) +
(f · g)′′(a)

2
(x− a)2 + o((x− a)2)

= T 2
a,f ·g(x) + o((x− a)2).

Ve £lenu o((x−a)2) (v²ude bereme x→ a) se schovaly v²echny mocniny (x−a)k

pro k > 2. Polynom T 2
a,f ·g(x) tedy dostaneme vynásobením T 2

a,f (x) a T 2
a,g(x) a

²krtnutím v²ech mocnin (x− a)k pro k > 2. Postup funguje obecn¥, tj.

Tna,f (x) · Tna,g(x) = Tna,f ·g(x) + o((x− a)n).

Podobn¥ m·ºeme postupovat o pro sloºení g ◦ f , kde dostaneme

Tnf(a),g ◦ T
n
a,f = Tna,g◦f + o((x− a)n).
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Nap°íklad jsme spo£ítali

T 6
0,sin4 x(x) = x4 − 2

3
x6 a T 4

0,ex4 = 1 + x4.

Odtud t°eba snadno vidíme lim
x→0

sin4 x

ex4 − 1
= 1.

Ur£ité integrály

De�nice 83. �íkáme, ºe funkce f je omezená na mnoºin¥ M ⊂ Df , pokud je
mnoºina f(M) = {f(x) : x ∈ M} omezená. Podobn¥ de�nujeme shora a zdola
omezené funkce.

De�nice 84 (d¥lení intervalu). Bu¤ [a, b] interval, −∞ < a < b < ∞, uspo-
°ádanou (n + 1)-tici bod· x0, . . . , xn nazveme d¥lením intervalu [a, b] pokud
a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Body xi nazýváme d¥lícími body d¥lení D. Mnoºinu
v²ech d¥lení intervalu [a, b] zna£íme D([a, b]).

Nech´ f je omezená funkce na intervalu [a, b] a D = {xi}ni=0 ∈ D([a, b]),
potom budeme zna£it

mD
k = inf

x∈[xk,xk+1]
f(x) =: inf{f(x) : x ∈ [xk, xk+1]},

MD
k = sup

x∈[xk,xk+1]

f(x) =: sup{f(x) : x ∈ [xk, xk+1]}.

Horní index D budeme, nebude-li hrozit nedorozum¥ní, zpravidla vynechávat
Rovn¥º budeme de�novat m = inf

x∈[a,b]
f(x) a M = sup

x∈[a,b]
f(x).

De�nice 85 (horní a dolní sou£ty). Nech´ f je omezená funkce na intervalu
[a, b] a D ∈ D([a, b]). De�nujeme horní a dolní (riemannovské) sou£ty funkce
f vzhledem k d¥lení D jako

S(f,D) =

n−1∑
k=0

MD
k · (xk+1 − xk)

a

s(f,D) =

n−1∑
k=0

mD
k · (xk+1 − xk).

Základním typem d¥lení je takzvané ekvidistantní d¥lení, kdy interval

[a, b] rozd¥líme na n interval· délky
b− a
n

, v tom p°ípad¥ máme xk = a +

k

n
(b − a), k = 0, . . . n. Zvaºme nap°íklad funkci f(x) = x na intervalu [0, 1],

ekvidistantní d¥lení má v tomto p°ípad¥ tvar xk =
k

n
, k = 0, . . . , n. Dále máme
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mk = f(xk) = k
n a Mk = xk+1 = k+1

n , k = 0, . . . , n− 1. Odtud dostaneme

s(f,D) =

n−1∑
k=0

k

n
· 1

n
=

1

n2

n−1∑
k=0

k =
1

n2
(n− 1)n

2

a

S(f,D) =

n−1∑
k=0

k + 1

n
· 1

n
=

1

n2

n−1∑
k=0

(k + 1) =
1

n2
n(n+ 1)

2

De�nice 86 (Riemann·v integrál). Nech´ f je omezená funkce na intervalu
[a, b], de�nujeme horní Riemann·v integrál funkce f od a do b jako∫ b

a

f(x) dx = inf{S(f,D) : D ∈ D([a, b])}.

a dolní Riemann·v integrál funkce f od a do b jako∫ b

a

f(x) dx = sup{s(f,D) : D ∈ D([a, b])}

Pokud
∫ b
a
f(x) dx =

∫ b
a
f(x) dx °íkáme, ºe f je riemannovsky integrovatelná

na intervalu [a, b] (zna£íme f ∈ R([a, b])). Spole£nou hodnotu pak nazýváme
Riemannovým integrálem funkce f od a do b a zna£íme

(R)

∫ b

a

f(x) dx.

Budeme li pokra£ovat v p°íkladu vý²e, dostáváme (pro ekvidistantní d¥lení)
pro n→∞

s(f,D) =
1

n2
(n− 1)n

2
→ 1

2
a S(f,D) =

1

n2
n(n+ 1)

2
→ 1

2
.

Tedy
∫ 1

0

f ≥ 1

2
≥
∫ 1

0

f . Rovn¥º máme

s(f,D) =
1

n2
(n− 1)n

2
≤ 1

2
a S(f,D) =

1

n2
n(n+ 1)

2
≥ 1

2
.

Tedy speciáln¥ s(f,D) ≤ 1
2 ≤ S(f,D) (pro ekvidistantní d¥lení i p°i r·zném

po£tu d¥lících bod·). Pokud by nerovnost s(f,D) ≤ S(f,D′) platila pro libo-

volnou dvojici d¥lení D a D′, pak bychom uº dostali rovnost
∫ 1

0

f =

∫ 1

0

f =
1

2

a tedy i existenci Reimannova integrálu (s hodnotou 1
2 ).

De�nice 87 (zjemn¥ní a norma d¥lení). Pro d¥lení D ∈ D([a, b]) s d¥lícími body
x0, . . . , xn de�nujeme normu d¥lení D (zn. |D|) jako max

i=0,...n−1
(xi+1 − xi).

Jsou-li D,D′ ∈ D([a, b]), °íkáme, ºe D′ je zjemn¥ním D pokud v²echny
d¥lící body D jsou zárove« d¥lícími body D′.

36



V¥ta 88 (vlastnosti d¥lení). Nech´ f je omezená na intervalu [a, b] a nech´
D,D′ ∈ D([a, b]) potom

1. pokud D′ je zjemn¥ním D, pak

s(f,D) ≤ s(f,D′) ≤ S(f,D′) ≤ S(f,D),

2. s(f,D) ≤ S(f,D′), speciáln¥
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

f(x) dx

V¥ta 89 (nutná a posta£ující podmínka existence Riemannova integrálu). Pro
funkci f : [a, b]→ R platí

f ∈ R([a, b]) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃D ∈ D([a, b]) : S(f,D)− s(f,D) < ε.

V¥ta 90 (monotónnie a Riemann·v integrál). Je-li f monotónní na [a, b], po-
tom platí f ∈ R([a, b]).

V¥ta 91 (stejnom¥rná spojitost spojitých funkcí). Je-li f spojitá na [a, b] potom
platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, y ∈ [a, b] : |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Funkce spl¬ující vlastnost z vý²e uvedenáé v¥ty se nazývají stejnom¥rn¥
spojité.

V¥ta 92 (spojitost a Riemann·v integrál). Je-li f spojitá na [a, b], potom platí
f ∈ R([a, b]).

V¥ta 93 (vlastnosti Riemannova inregrálu). Platí následující:

1. nech´ f, g ∈ R([a, b]), f ≤ g na [a, b], protom∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx,

2. je-li f, g ∈ R([a, b]) a α ∈ R, potom i f + g, αf ∈ R([a, b]) a platí∫ b

a

f(x)+g(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx a
∫ b

a

αf(x) dx = α

∫ b

a

f(x) dx,

3. je-li f ∈ R([a, b]) potom i |f | ∈ R([a, b]) a platí∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx,

4. nech´ f ∈ R([a, b]), pokud f = g na [a, b] aº na kone£n¥ mnoho bod·,
potom g ∈ R([a, b]) a platí∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx,
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5. je-li f ∈ R([a, b]) a f ∈ R([b, c]), potom f ∈ R([a, c]) a platí∫ c

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ c

b

f(x) dx.

V¥ta 94 (závislost integrálu na horní mezi). Nech´ pro f : (a, b)→ R, a, b ∈ R∗
platí, ºe f ∈ R([α, β]) pro kaºdý interval [α, β] ⊂ (a, b). Zvolme c ∈ (a, b) a
poloºme

F (x) =

∫ x

c

f(x) dx.

Potom

1. F je spojitá na (a, b),

2. je-li f spojitá v bod¥ y, potom F ′(y) existuje a platí F ′(y) = f(y).

V¥ta 95 (spojitost a primitivní funkce). Platí nádledující:

1. nech´ f je spojitá na intervalu (a, b), a, b ∈ R∗, a < b, potom f má na
(a, b) primitivní funkci,

2. nech´ f je spojitá na intervalu [a, b] a nech´ F je primitivní funkce k f na
(a, b), potom

(R)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)
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